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Resumen

En este trabajo se utilizo el modelo de capas de particula independiente su-
mado a la aproximacién de campo medio para describir los estados ligados del
espectro de energia de diversos niucleos atémicos. El potencial efectivo de campo
medio depende de determinados parametros que deben ser ajustados en base al es-
pectro experimental de energias. Para la determinacién de estos parametros y sus
cotas de error se aplicaron diversos métodos de optimizacién basados en minimizar
una funcién costo y?2, sumado al analisis estadistico de las correlaciones entre ellos.
De manera similar, se buscé un tnico conjunto de parametros que permitan des-
cribir el espectro de energia de diversos nicleos en simultdneo (”parametrizacién
universal”). Finalmente, se estudian diversas relaciones entre los pardmetros. Los
parametros obtenidos a lo largo del trabajo llevan a una descripcion adecuada de
los espectros de energia, para cada uno de los nticleos individuales, y a resultados
similares reportados en la literatura para el caso de la parametrizacién universal,

la cual deja las puertas abiertas a mejoras en futuros trabajos.
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Capitulo 1

Introduccién y campo medio

nuclear

La fisica nuclear comenzo6 por accidente en 1896 con el descubrimiento de la
radiactividad por Henri Becquerel, quien noto que ciertas placas fotograficas se
oscurecian cuando eran colocadas cerca de cristales de sulfuro de uranio. Si bien
este descubrimiento fascing al fisico francés y le hizo ganar un premio nobel en
1903, este perdié rapidamente el interés en el tema. Posteriormente, en 1899, el
que si resulté interesado fue el neozelandés Ernest Rutherford, el cual comenzd
una serie de experimentos que lo llevarian a descubrir el nicleo atémico en 1911

[4].

Desde entonces, la fisica nuclear ha sido sujeto de intensivo estudio. Un motivo
de esto era el caracter fundamental que poseia esta disciplina: antes de conocer
la existencia de los quarks, los componentes indivisibles de la materia eran los ya
conocidos electrones neutrones y protones. Conocer el comportamiento de estos y

su interaccion entre si implicaba conocer el comportamiento de toda la materia

10



desde primeros principios. Ademas, y no menor, la fisica nuclear permitié el de-
sarrollo de numerosas aplicaciones que revolucionaron el mundo, para bien o para
mal. Las mas conocidas podrian ser el desarrollo de la bomba atémica y el apro-
vechamiento de la fisién nuclear para la produccién energética. Otras aplicaciones
se muestran en la figura 1.1. Estas tecnologias causaron un impacto tan grande en
la vida moderna que no por nada muchos historiadores denominan el periodo post

segunda guerra mundial como la era atomica.

Basic Research

in Nuclear Science

Figura 1.1: Aplicaciones de la fisica nuclear. Fuente: [1]

Hoy en dia, luego de méas de un siglo desde sus inicios, la fisica nuclear se dedica
a estudiar el comportamiento de los niicleos atémicos, tanto sea su estructura como
las reacciones entre ellos. En esta rama de la fisica, las estructuras mas sencillas son
los protones y neutrones, los cuales son denominados nucleones de manera genérica.
Es tentador pensar en un primer momento que las interacciones fundamentales

entre nucleones pueden ser deducidas y descriptas mediante los experimentos de
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dispersion, los cuales se encuentran muy bien estudiados. Lamentablemente, este
conocimiento por si solo no es capaz de explicar los fenémenos que ocurren dentro
del ntcleo. Ademas, aun las fuerzas nucleares no se encuentran entendidas a la
perfeccién. Por lo tanto, es necesario recurrir a modelos tedricos que permitan el

tratamiento de estos sistemas interactuantes de muchos cuerpos.

En este trabajo se utilizé uno de los modelos mas difundidos para el estudio de
los nicleos atomicos: el modelo de capas, para el estudio de ciertos nucleos perte-
necientes a la llamada [inea de goteo. En este capitulo se describiran brevemente
la linea de goteo y la tabla de nucleidos, conceptos fundamentales del area de la
fisica nuclear. En las secciones 1.4, 1.3 y 1.5 se describe la motivacion y las ca-
racteristicas del modelo de capas y la aproximacion de campo medio utilizada, los
cuales permiten describir la dindmica de un nucleén interactuando con un poten-
cial central efectivo generado por el resto de nucleones del niicleo. Finalmente, se
describe el método numérico para resolver las ecuaciones radiales de Schrodinger

que resultan como consecuencia del modelo.

El potencial previamente mencionado es proporcional a la distribucién de masa
dentro del nicleo con ciertos parametros que deben ser elegidos convenientemente
en base a restricciones experimentales. Ademas, otro componente indispensable
del modelo es la interaccion entre el espin del nucleén y su momento orbital,
el cual tiene a su vez, otro conjunto de parametros. El objetivo de este trabajo
es la determinacién de estos parametros y el analisis estadistico de ellos. Para
esto, en el capitulo 2 se describe la metodologia utilizada para la determinacién
y analisis de las correlaciones entre estos pardmetros. Como se verd luego, una
seccion importante en la tarea de obtencién de los parametros es la minimizacién
de una funcién particular, llamada funcion costo. Estos métodos numéricos de

optimizacion son tratados en la seccién 2.4.
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Finalmente, en el capitulo 3 se describen los resultados obtenidos a lo largo del

trabajo. Estos son los parametros de campo medio éptimos para el conjunto de

nucleos estudiados, con sus cotas de error y analisis de correlaciones.

1.1.

Tabla de Nucleidos

La Tabla de Nucleidos es una representacién bidimensional de todos los nticleos

atémicos conocidos. En ésta, se representa en el eje horizontal la cantidad de

neutrones N y en el eje vertical la cantidad de neutrones Z. En la figura 1.2 se

muestra un esquema de la tabla.

100+

80—

40—

20—

Proton (Z) #
T

0 20 40 60

80 100
Neutron (N) #

T T T
120 140 180

Figura 1.2: Tabla de Nucleidos. Los colores representan distintas escalas de tiempo

de vida medio. Captura tomada de [2].
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La Tabla de Nucleidos proporciona diversa informacién sobre todos los nticleos.
Los nticleos que se encuentran recuadrados en la figura 1.2 son llamados ntcleos
magicos, y los pocos que se encuentran en una interseccién entre dos marcas son
llamados niucleos doblemente mdgicos.En la seccion 1.3 se hablard mas sobre estos

nicleos particulares.

Otro aspecto a destacar es la region central de la grafica: aquellos nicleos
coloreados en negro. Estos son los ntcleos estables, esto es que su tiempo de vida
medio es del orden o hasta mayor que la edad del universo. Esta seccion de la tabla

se llama linea (o valle) de estabilidad .

A medida que uno se aleja de la linea de estabilidad, se observa que el exceso
relativo entre protones y neutrones causa inestabilidad en los nucleos, por lo que
llegara un punto en donde estos sean completamente inestables. Para is6topos altos
en numero de neutrones de cada elemento, el limite en el cual el anadido adicional
de un neutréon genera una configuracion nuclear inestable es llamada linea de goteo
de neutrones. Esta linea es alcanzada cuando la energia de separacién de un neutrén
Sy, se torne negativa, lo cual indica que el nicleo mas alla de la linea de goteo gana
una configuracién mas estable emitiendo un neutron, el cual sucede en tiempos
del orden de 107225, de ahi la interpretacién de que el nicleo "gotea” el neutrén.
Debido a esta alta inestabilidad, los nicleos més alla de la linea de goteo atin no

han sido producidos en los laboratorios actuales.

Mads atn, las propiedades y comportamientos de los niicleos cercanos a la linea
de goteo no han sido completamente descifradas, por lo que su estudio es un
area activa de la investigacion de la fisica nuclear hoy en dia. Algunos de estos
comportamientos exdticos son, por ejemplo, la aparicion de halos borromeanos e

inclusive nuevos nimeros mégicos [12].
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Es interesante notar que la linea de estabilidad no se encuentra a 45°en la Tabla
de Nucleidos. Esto es debido a que un alto valor de Z, aproximadamente mayor a
Z =92, causa que la repulsién Coulombiana sea tan intensa que la fuerza nuclear
no logre mantener estable el nicleo aunque la relaciéon entre protones y neutro-
nes sea equilibrada. Por esto, la linea de estabilidad (y la linea de goteo) estan

desplazadas levemente hacia arriba y hacia la derecha en la Tabla de Nucleidos.

Como comentario final y completitud, cabe mencionar que se puede definir de
manera similar una linea de goteo de protones, la cual se encuentra a la izquierda
de la linea de estabilidad. En la figura 1.3 se muestra otro esquema de la Tabla
de Nucleidos. En negro se muestran los nicleos estables y en verde los nticleos
conocidos. En rojo, se muestran las respectivas lineas de goteo y las incertezas en
sus determinaciones coloreadas en rojo, obtenidas promediando los resultados de

diversos modelos tedricos.

120 S
Rl cAUTION
NO BINDING
o 80t
Q0
£
g 60 L
< Experiment:
° 40 M stable nuclei
e I known nuclei
20 (2204 NO BINDING Theory:
e -8~ [ | drip lines
0

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280
neutron number

Figura 1.3: Tabla de Nucleidos y las respectivas lineas de goteo de protones y neu-

trones con sus incertezas coloreadas en rojo, obtenidas promediando los resultados

de diversos modelos tedricos. Captura tomada de [3].
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1.2. Modelos nucleares

Un ntcleo de ntimero masico A, niimero neutrénico N y niimero atémico 7 es
un sistema fisico constituyente de A nucleones fuertemente interactuantes. Estos
interactian entre si mediante la llamada fuerza nuclear fuerte. Adicionalmente,
los protones también interactiian mediante la repulsiéon columbiana. Cuando el
proposito del estudio es la estructura nuclear a bajas energias, una excelente apro-
ximacion es considerar los nucleones como particulas sin estructura interna. En

este trabajo se adopta esta aproximacion.

Al igual que en la mayoria de sistemas fisicos de varios cuerpos interactuantes,
el estudio de los nucleos atémicos es una dificil tarea para la cual no existe una
solucién analitica de forma general, sino que deben ser resueltas mediante métodos
numéricos. En el caso tratado en este trabajo, resolver la ecuacién de Schrodinger
para A nucleones interactuantes. Ademas, una dificultad adicional esta relacio-
nada con la naturaleza de la fuerza nuclear. Existe evidencia que sugiere que los
nucleones no solo interactian entre si mediante fuerzas de a pares, sino también
mediante fuerzas de tres cuerpos [13]. Esto es, que la fuerza sobre el nucleén 1 no
solo depende de la posicion individual de los nucleones 2 y 3, también contiene
una contribucion adicional que proviene de la correlacién de las posiciones de los

nucleones 2 y 3.

Por lo tanto, una manera de tratar el estudio de los nticleos es la siguiente: se
escoge un marco tedrico deliberadamente simplificado, pero el cual es matematica-
mente manejable y rico en intuicién fisica. Si la teoria es lo suficientemente exitosa
como para explicar, al menos, algunas propiedades nucleares, es posible mejorar-
la anadiendo términos adicionales. A través de estas operaciones, se construye un

modelo nuclear: una vista simplificada de la estructura nuclear la cual mantiene las
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caracteristicas esenciales del sistema en estudio. Un modelo nuclear debe satisfacer

dos criterios:

1. Debe tener en cuenta razonablemente bien las propiedades nucleares previa-

mente medidas.

2. Debe predecir propiedades adicionales que puedan ser medidas experimen-

talmente.

1.3. Modelo de capas

Debido al éxito de la teoria atomica basada en el modelo de capas, los fisicos
nucleares han intentado usar un modelo similar para enfrentarse al problema de la
estructura nuclear. En el modelo de capas atomico, se ocupan los niveles de energia
permitidos con electrones en orden de energia creciente, manteniendo consistencia
con el principio de exclusiéon de Pauli. Un agrupamiento de niveles de energia se
denomina capa. Las capas se diferencian entre si debido a que la separacion entre
ellas es mucho mayor a la separacion entre niveles pertenecientes a cada capa.
Cuando se realiza esto, se obtiene un carozo inerte de capas llenas y algiin niimero
de electrones de valencia. El modelo asume que las propiedades basicas del atomo

son principalmente determinadas por los electrones de valencia.

Trasladar este modelo al nicleo atéomico es razonable debido a la evidencia
experimental que apoya la existencia de capas. La energia de separacion es un
analogo nuclear a la energia de ionizacion de la fisica atémica, esta representa la
energia requerida para remover un nucleén del nticleo. Esta energia es expresa-

da en términos de la energia de ligadura B la cual es la energia requerida para
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descomponer el nicleo en neutrones y protones individuales. Cuando se mide la
energia de separacién de un neutrén/protén
S, =B(Z,N)—B(Z,N —1)

(1.1)
S, =B(Z,N) = B(Z —1,N)

en funcion de la cantidad de neutrones N para Z fijo, o en funcion de la cantidad
de protones Z para N fijo, se observa que existen determinados valores de N y Z
en los cuales ocurren discontinuidades. Estos valores se llaman nimeros magicos
y son los ntmeros: 2, 8, 20, 28, 50, 82 y 126. Un ntcleo con una cantidad magica
de protones/neutrones se denomina nicleo magico. Si posee una cantidad mégica

de protones y neutrones, se denomina nicleo doblemente magico .

Esta discontinuidad en la energia de separacion se debe a un exceso de energia
de ligadura B de los ntcleos magicos comparada con la prediccion utilizando la
férmula semi-empirica de Bethe-Weizsédcker para la energia de ligadura [4]. En la

figura 1.4 se grafica la diferencia de energias de ligadura experimental y tedrica

por nucleén AB = (B/A)exp — (B/A)teo en funcién de N y Z.

La existencia de niimeros magicos se encuentra relacionada con la presencia de
capas cerradas en estos numeros, estas son, capas en las cuales todos sus niveles

de energia son ocupados por nucleones.
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Figura 1.4: Diferencia en MeV entre los valores medidos de B/A y el valor calcu-
lado con la férmula de Bethe-Weizsacker como funcién del niimero de protones Z
(imagen arriba) y el nimero de neutrones N (imagen inferior). Se pueden obser-
var maximos para los nimeros magicos Z, N = 20, 28, 50, 82 y 126. Los mayores

excesos se dan para los nucleidos doblemente magicos. Fuente: [4].
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1.4. Aproximacion de campo medio

La aproximacién utilizada en este trabajo es la aproximacion de campo medio.
Esta consiste en convertir el sistema de particulas fuertemente interactuantes en

un sistema de particulas débilmente interactuantes.

Sea H el hamiltoniano de un sistema de A nucleones interactuantes constitui-
do por la suma de las energias cinéticas de cada particula, T, y la suma de las

interacciones de a pares entre todas las particulas, V. [5]

A
H=T+V = Z r;) +Z v(r;,r;) Zz—njvz—l—z v(r;,r;) (1.2)
2,7=1 =1 v i,7=1
1<j 1<j

Donde r; es la coordenada del nucleén i y m; su masa. A la ecuacién (1.2) se le
puede sumar y restar un potencial arbitrario de particula simple, Vi p = Zf‘ v(r;).

Con esto, se obtiene

A

T+Zv(r

7

H =

A
= U(ri)] = Hyr + Vips (1.3)

i
Donde
A A

A
Hyp =T+ Z v(r) =T+ Vigp = Y _[tHr) +v(r)] = > h(r) (1.4)

) %

es el hamiltoniano de campo medio y

Vees =V — 2:11(1‘Z Z v(r;, ;) Z V(r;) (1.5)

ij=1 i=1
i<j

es la interaccién residual. Se presume que esta interaccion residual es de menor

intensidad que la interaccién original V.

Luego, si la eleccion de V), es lo suficientemente buena, Virgs puede tratarse

como una perturbacién de H,;p. Entonces, a primer orden, una aproximacién
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razonable del problema original es suponer H ~ Hyp = Z? h(r;). Esto resulta
en un problema de A nucleones no interactuantes en donde cada uno de ellos
interaccionan unicamente con el potencial externo v(r) generado por los restantes
A-1 nucleones (este sistema de A-1 nucleones es llamado core). Debido a esta

interpretacion surge el nombre de la aproximacién.

Mas atin, podemos asumir que el potencial arbitrarios v(r) es independiente de
las coordenadas angulares y solo depende de la distancia al origen, r. Esto es, un
potencial central. En coordenadas esféricas, el hamiltoniano h(r) puede expresarse

de la siguiente manera [14]

h2

hr) = _%v%v(r) (1.6)
_ RPpe 1o 106, 1 2N gy
~om ror2 T2\ 962 " tan0 09 sin” 0 922 o '

Las autofunciones #(r) del potencial h, conocidas como single particle wave

functions o funciones de onda de particula simple son dadas por

h(r)y(r) = ey(r) (1.9)

Para resolver (1.9), se plantea una solucién en variables separables

0(,) = (1) Vi (0, o, (1.10)

Donde Y},,,, (6, ) son los arménicos esféricos, autofunciones de los operadores L? y
L., ¥ Xsm. s la funcién de onda de spin, autofuncién de los operadores S% y S..

Los ntimeros cuanticos 1,m;,s,m, corresponden a
L*Y},,, = (1 + 1)R*Y),, (1.11)
L.Y)n, = hmiYy,, (1.12)
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3

S2X5ms =s(s+ 1)h2xsms = szms (1.13)

S:Xsme = AmisXsm, (1.14)

y n es el niimero cuantico principal. A partir de ahora, el subindice correspondiente

al spin se omitira debido a que se trabajé tnicamente con fermiones.

Entonces, reemplazando (1.8) y (1.10) en (1.9), se llega a la ecuacién de Schrodin-

ger radial

n? d* U+ 1R’
omdr? 2 = 1.1
2m, dr? ™ 2mr2 + ’U(?“) unl(r) Eniln] (7”) ( 5)

De esta forma, es posible modelizar un ntcleo /%X como un sistema compuesto
por un core inerte mas un neutron, llamado neutrén de valencia, interactuando con
el campo medio generado por el core constituido por los restantes A — 1 nucleones,
esto es: 5X = 471X 4n (en este trabajo se traté con neutrones tnicamente, pero
el razonamiento es valido para protones). Este modelo es més adecuado cuando se
trata el caso de un neutréon encima de una capa llena. Cabe mencionar que para
el caso de un protén encima de una capa llena, la interaccién coulombiana debe

agregarse.

Luego, resolver (1.15) nos permite encontrar las funciones de onda y las energias

de particula simple.

La utilidad principal de estas funciones es servir como base de funciones para
métodos de varios cuerpos en donde se consideren las interacciones residuales,
como el anteriormente mencionado método autoconsistente de Hartree-Fock, o
para representar estados cudnticos en sistemas de dos particulas. En [6] y [15] se
detallan ejemplos de la aplicacion de los estados de particula simple utilizados

como base para representar el estado de sistemas de dos particulas como el *O
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modelizado como un core de **O +n+n y el ?2C modelizado como un core de 2°C

+n +n.

1.5. Potenciales fenomenolégicos

El problema que surge naturalmente luego de la aproximacién realizada en la
seccién anterior, es la eleccion del campo medio. Lo ideal seria encontrar el campo
medio optimo que minimice la interacciéon residual. Para esto, existen diversos

métodos iterativos como el método de Hartree-Fock [5].

Una manera mas sencilla de elegir un campo medio es utilizar potenciales feno-
menolégicos como atajo. Esto es, proponer potenciales con parametros a ajustar
para que sean compatibles con observables experimentales. El méas sencillo de estos
es el oscilador harménico tridimensional

1
vgo(r; Vi,w) = =V; + émcﬂr? (1.16)

Donde V; y w? son los pardmetros a ajustar.

Otra eleccion mas realista, la cual es la utilizada en este trabajo, es el potencial

de Woods-Saxon

-V i
vws(r; Vo, ro,a) = 9 _ — PSDAU?, (1.17)

1+€7_1+6 @

Donde R = ryA'Y? es el radio nuclear, 7 el radio reducido, V; es la intensidad del
potencial y a es la difusividad. Este potencial se corresponde aproximadamente a la

distribucion de materia dentro del nticleo atémico, la cual remite a una distribucién
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de Fermi-Dirac. Valores estandar de estos parametros son

N—-Z
Vo =51 — 33 ( ) MeV (1.18)
a=0,67fm (1.19)
ro =1,27fm (1.20)

En la figura 1.5 se observa una esquematica del potencial de oscilador harmoéni-
co y de Woods-Saxon y el significado de cada uno de sus parametros. En la figura
1.6, se observa mas especificamente la dependencia del potencial de Woods-Saxon
con la difusividad. Cabe mencionar que cuando a = 0, el potencial de Woods-Saxon

resulta en un pozo finito de potencial.

a= ‘thickness of the surface’

R=nuclear radius
: r

-V,
1 vHO

Figura 1.5: Representacion esquematica del potencial de Woods-Saxon y sus

pardmetros. Fuente: [5].

El potencial central de Woods-Saxon (1.17) por si solo no es suficiente para
reproducir el comportamiento cualitativo experimentalmente observado del modelo

de capas. Para poder reproducir los nimeros magicos tedricamente, es necesario
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Figura 1.6: Representacién esquematica del potencial de Woods-Saxon a variando
la difusividad, notando que para a = 0 el potencial de Woods-Saxon resulta un

pozo finito.

sumarle al campo medio una interaccion que separe estados de igual momento

1
29

angular [ en dos, con momentos angulares totales j = [ + % y j =1— 3, esto es,
romper la degeneracion del momento angular total. Esta interaccién es conocida
como spin-orbit. Cabe mencionar que esta interaccion no posee el mismo origen que
la interaccion spin-orbit en los atomos. Este ultimo es de origen electromagnético y
en parte responsable de la estructura fina atémica. En los nicleos, esta interaccion
es ordenes de magnitud mayor y de signo opuesto que su homénimo atémico y
no es del todo entendida todavia, por lo que se suele confiar en descripciones

fenomenolégicas. En general, esta interaccion es de la forma
Vgo(T) = US()(T’)L -S (121)
En la literatura se adopta [16]

UVso d 1

vso(r) = il e m———r~ (1.22)

l1+e a
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Donde los parametros a y rg son los parametros del potencial de Woods-Saxon y
vgo un parametro adicional. Un valor estandar de vgp es vso = 0,44V4,. Finalmente,
la interaccion de spin-orbit resulta

Vso d 1

Vso(r;vso, o, a) = b —— | LS (1.23)

En la figura 1.7 se observa una esquematica comparativa entre los potenciales
de spin-orbit, Woods-Saxon y la suma de ambos adicionando el término de la
barrera centrifuga. Se observa, como (1.23) indica, que el potencial spin-orbit es

proporcional a la derivada del potencial de Woods-Saxon.

Adicionalmente, deberia adicionarse al campo medio un potencial Coulom-
biano. Debido a que en este trabajo el nucleén externo que interactiia con el campo

medio es un neutron, se ignora este término.
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Viws(r)[MeV]
Vso(r)[MeV]

rifm] rifm]

Vtot_(r)[MEV]

rifm]
()

Figura 1.7: Representacion esquemdtica de (a) Potencial de Woods-Saxon. (b)
Potencial de Spin-Orbit. (c¢) Potencial total, sumando Woods-Saxon, Spin-Orbit y

la barrera centrifuga. Fuente: [6].

Para conocer la accion del operador L - S sobre la funciéon de onda, es 1til
acoplar los momentos angulares L y S, obteniendo el momento angular total J =
L + S. Las autofunciones comunes a los nuevos operadores del conjunto completo

de observables que conmutan: {L?,/S? J? J_. h} de la base acoplada son

1/2 l

Yntgn(®) = ) S0 S {smadmiljm) Vi (0, 9, (1.24)

ms=—1/2 my=-1

Donde (smglm;|jm) son coeficientes de Clebsch-Gordan. Como ahora, la funcién
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de onda es autofuncién del operador J?2, es sencillo calcular la accién del operador
L-SyaqueL-S =3 (J?—L*—8?). Por lo tanto, los autovalores del operador
L-S son

3

N | —

L- Si/’m;m =

Donde &; =R?lsij=1+50& =h*(-l—1)sij=1—1.

Finalmente, la ecuacién de Schrédinger radial (1.15) de un neutrén que inter-

acciona con el campo medio externo generado por el core resulta

e o

R d? 11+ 1)R? ) §ijvs0 (d 1

7@% + 2pur? " 1+ rrgal/3 + 2r dr 1+ r=roAl/? )] Un (1) = Engllp (1) (126)
(& a

Donde se usa la masa reducida p = mi + %, con m, la masa del neutrén y

n
M la masa del core [14]. En este nuevo sistema, la utilizacién de la masa reducida
indica el cambio de las coordenadas nuclednicas a la coordenada relativa al core

(centro de masa).

1.6. Cédigo Gamow

En esta seccion, se describe el método utilizado para resolver la ecuacion radial
de Schrédinger (1.15), provisto por [17]. Particularmente, en este trabajo se utilizé

para resolver la ecuacién (1.26).
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1.6.1. Introduccion

Las funciones de onda de particula simple son las soluciones a la ecuacién de

Schrodinger de un solo cuerpo que satisfacen la ecuacion radial

d?u(r) I(1+1)
o + k% — o v(r)

u(r) =0 (1.27)

donde k? = ce, con ¢ = %—‘; el nimero de onda complejo y € la energia compleja del

sistema centro de masa, p la masa reducida y v(r) = @ con V(r) el potencial
compuesto por un potencial de Coulomb Vi (r), de largo alcance, y un potencial
nuclear Vy(r), de corto alcance, el cual inicamente posee valores no nulos dentro

de una distancia finita b. Por lo tanto, la forma del potencial resulta

Vo(r) +Vn(r), sir<b
Vir) = 1.28
) Ve(r), sir>b ( )

Estas funciones de onda son llamadas funciones de Gamow y deben satisfacer

la condicién de regularizacién en r = 0
u(0) =0 (1.29)

y las condiciones de contorno usuales, estas son, la continuidad de la derivada

logaritmica

1 d_u(R - 1 dO,
U(Rppaz) dr maxs Oi(k - Rypaz) dr

donde R4 es un valor més alla del alcance del potencial nuclear y O;(k - ) son

(k- Raz) (1.30)

las llamadas funciones de Coulomb.

Para r > b, unicamente sobrevive el término de Coulomb en el potencial V' (r)
y por lo tanto la solucién de la ecuacién diferencial (1.27) para este caso son las

funciones de Coulomb. El comportamiento asintético para largos r de las funciones
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de Coulomb, y por lo tanto de las funciones de onda radiales u(r), es

Oy(r) ~ exp [Z (7" —nln(2r) — lg + Jl)] (1.31)

o; y n son los llamados cambio de fase de Coulomb y pardmetro de Sommerfeld,

respectivamente.

1.6.2. Forma de los potenciales

El potencial de Coulomb es elegido como el potencial de una esfera cargada de
radio R¢, la cual puede poseer bordes suaves o difusos. Generalmente, cuando la

difusividad es nula, el potencial de Coulomb Vi (r) es de la forma

, %, sir> R¢
V(r) = ZcZnq 2 (1.32)
L{ZS—(L)], sir < Rg

2Rc Rc
Donde Z. y Z, = 1 son los nimeros atéomicos del core y del nucleén, respectiva-

mente, y ¢ la carga del proton.

El potencial nuclear Vi (r) puede consistir de una suma de hasta cuatro po-
tenciales radiales multiplicados por unos respectivos factores de peso complejos.
Por ejemplo, estos potenciales pueden ser desde los potenciales mencionados pre-
viamente como el Wood-Saxon (1.17) y el spin-orbit de Woods-Saxon (1.23), los
cuales fueron los utilizados en este trabajo, u otros potenciales como un potencial

gaussiano o el potencial de Yukawa.

1.6.3. Metodologia

El programa resuelve la ecuacién diferencial de la siguiente manera:
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Primero, integrando (1.27) dos soluciones de la ecuacién radial son calculadas
numéricamente utilizando el método de Fox-Goodwin con valores estimados de las
partes reales e imaginarias de la energia. Estas soluciones son una solucion interna
u; que satisface la condicién de regularizacién (1.29) y una solucién externa u,
que satisface las condiciones de borde (1.30) en r = R,,,,. La solucién interna
es calculada integrando desde el origen hasta un valor fijado de matching R,,.
La solucién externa es calculada integrando desde afuera hacia adentro, es decir,
desde R,,.. hasta R,,. En R,,, las soluciones internas y externas se encuentran y
son comparadas sus derivadas logaritmicas (para asegurar la continuidad de las

soluciones y sus derivadas), las cuales se denotan L; y L., respectivamente.

Su diferencia, L = L; — L. es utilizada para modificar los valores reales e
imaginarios de la energia. Se busca una correccion Ae tal que la expansion de
Taylor de L de segundo orden alrededor de los valores iniciales estimados de energia
se anule. Mas precisamente, la correccién que se realiza es

Ae == (1.33)

C

donde D = L(ér, éc)u*(R,,). Aqui, ér representa el valor estimado inicialmente de
la parte real de la energia y ¢ el valor estimado inicialmente de la parte imaginaria

de esta.

Con estos valores modificados de energia, se repiten los pasos previos. Esta
iteracién continua hasta que las correcciones realizadas sean menores a una cierta

tolerancia o se exceda el ntimero de iteraciones permitidas.

1.6.4. Precision de los resultados

Las fuentes de error principales de los resultados provienen de
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= El error en los valores iniciales alrededor de R, y el origen,
= Errores de redondeo,

= Errores de truncamiento acumulados durante la integracion numérica.
Los errores en los valores iniciales y los errores de redondeo pueden ser con-
siderablemente reducidos usando aritmética de doble precisién y los errores de

truncamiento pueden ser reducidos disminuyendo el paso h de integracién, ya que

de éste depende el error.
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Capitulo 2

Funcion costo, estadistica y

optimizacion

2.1. Estimacion de errores estadisticos

Sea un modelo que posee N, parametros p = (pi,...,pn,) los cuales son ajus-
tados a Ny observables medidos O; (i = 1,..., Ng). Los pasos a seguir son los
siguientes: definir una funcién costo, minimizarla con respecto a los parametros
p, construir la matriz de covarianza de los parametros y finalmente aplicar esta
matriz para estimar errores. Generalmente, la funcién costo es la llamada funcién

x?2, descripta a continuacion.
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2.1.1. La funcién y?

Se define la funcién x? para el ajuste de pardmetros de la manera [18]

1 i (Oi(p) — O’
N, AO?

X(p) = (2.1)

Donde O; son los valores calculados, O;"" los datos experimentales y AQ; los
errores adoptados. Debe notarse que cuando se trabaja con observables los cuales
pueden variar en 6rdenes de magnitud, en (2.1) debe usarse log O en reemplazo a O.
Con esto, el modelo no solo es definido por las ecuaciones usadas para predecir los
observables (esto es, la formulacién matematica y el espacio del modelo asumido),
sino también por el conjunto de datos {O;"" i = 1,..., Ny} v los errores adoptados

{AO;,1 =1, ..., N} utilizados para determinar los pardmetros.

Los errores adoptados pueden ser pensados como la suma de tres componentes:

AO? = (AOP)? 4 (AOM™™)? 1 (AO!)? (2.2)

AO;™ son los errores experimentales, aquellos mencionados por el encargado
del reporte del conjunto de datos experimentales. AO™ son los errores asociados
con el método computacional utilizado. Generalmente son errores pequenos, pero
en ciertos casos, como por ejemplo modelos basados en una expansion en una base
infinita la cual debe ser truncada, deben ser estimados. Finalmente, AO!® son los

errores tedricos debidos a las deficiencias inherentes del modelo utilizado.

2.1.2. Error estadistico

Dado un conjunto de parametros p, en el marco de un modelo, cualquier ob-

servable A puede ser calculado como A = A(p), y como consecuencia una incerti-
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dumbre AA de A. Si asumimos que A varia débilmente con p, es posible expandir

A en el punto pg y truncar a primer orden, esto es, una linealizacion

A~ Ay + Ga(po) - (P — Po) (2.3)
Donde
0A

G _ 94 2.4
4(Po) op (Po) (2.4)

Con esto, el error AA asociado al valor predicho A(pg) esta dado por

NP
AA2 = Z GA a pO)CaB(pO>GA ,B(po) (2-5)
a,f=1

Donde C' es la matriz de covarianza. Si se asume que los observables depen-
den linealmente de los parametros p, se puede aproximar la matriz de covarianza
utilizando la matriz jacobiana J:

-1

C=(J"J) (2.6)
Donde
1 00;
© = A0 opn (Po) (2.7)

En particular, tomando A = p,, donde p, es uno de los parametros del modelo, en

la ecuacién (2.5) se obtiene

L (Op Ip
-5 (). (%),
ozﬁ—l @
= Z 8p7 ﬂgpw Z OyaCapdogp (2.9)
a,B= 1 Ps a,f=1
Yo (2.10)

Luego, utilizando la relacién (2.6) se obtiene una expresién para los errores

estadisticos de los pardametros ajustados del modelo.

S, = V0 = \Jata) @)
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2.2. Correlaciones

La covarianza entre dos observables A y B se define como

Np
AAAB = ) GuoCasGpy (2.12)

a,B=1

Para A = B, (2.12) devuelve la clésica varianza AA? que define el error es-
tadistico de un observable. Ademas, es posible definir un coeficiente adimensional

llamado coeficiente de correlacién [7]:

AAAB

A B) =535

(2.13)

En el caso particular de A = p, y B = pg, el coeficiente de correlaciéon entre

dos parametros se relaciona con la matriz de covarianza de la siguiente manera:

- N,
ApaApﬁ 1 - (apa) 8pﬁ
C(pa7p,3) - - —_— Calﬁl _—
Ap, Apﬁ \/Caa(]gg a’,ﬁz;:l op o op B
Np
_ 1 Z Opa Coi Opg
VCaalss 52, OPar " Oy (2.14)
1 all
= —— (Saalcalﬁléﬂﬁ/
V Caacﬂﬁ a/ﬂZ/:1

Cap

J/CoCs

A diferencia de la covarianza, la correlacién es un valor adimensional restringido
en el intervalo [—1, 1]. Este coeficiente indica el grado en el que dos o més parame-
tros se mueven correlacionadamente, en secuencia. Esto es, si ¢(pa,ps) > 0, se
observa que un valor mayor de p, conlleva un valor mayor de pg, si ¢(pa,ps) < 0,

un valor mayor de p, conlleva un valor menor de pg. Si ¢(pa,ps) = 1, se dice
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que p, y pg estan completamente correlacionados. Si ¢(pa,ps) = —1, se dice que
estan completamente anticorrelacionados. Si ¢(pa,ps) = 0, se dice que no estdn
correlacionados, por lo tanto, son independientes. En la figura 2.1 se muestra una

ilustracion de la covarianza.

Figura 2.1: Tlustracién de la covarianza entre dos variables z e y. En (a) se observa

cov(z,y) > 0, en (b) cov(x,y) = 0y en (c) cov(x,y) < 0. Fuente: [7].

2.3. Optimizacion

Una tarea de optimizacion es aquella en la cual, dado algin dominio D, se
requiera encontrar los "mejores” elementos m € D, dado cierto criterio establecido

para determinar que algtin elemento sea mejor que otro.

Usualmente, se suele utilizar una funciéon f € D para asignar a cada elemento
de D un valor que identifique su valor como mejor solucién. Por ejemplo, dados
dos puntos x1, X2 € D, es posible decir que x; es mejor que Xz si f(x1) > f(x2),

6, igualmente vélido, si f(x1) < f(x2).
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Por lo tanto, una tarea de optimizacion se puede reducir a una tarea de maxi-

mizar o minimizar una funcién f.

2.3.1. Bisqueda de extremos

Dada una funciéon f que dependa de una o varias variables, es usual requerir
hallar el valor de aquellas variables donde f alcance su valor minimo o maximo, los
cuales son llamados extremos. Esto es conocido como minimizacion, para el caso
del valor minimo, y maximizacién, para el caso del valor maximo, aunque ambas
tareas estan trivialmente relacionadas entre si, ya que, por ejemplo, maximizar
f es equivalente a minimizar — f y viceversa. Debido a esto, podemos resumir la

busqueda de extremos unicamente bajo el término de minimizacién.

El objetivo de los métodos numéricos encargados de estas tareas es encontrar
estos extremos de manera rapida y computacionalmente econémica. Este objetivo
suele estar intimamente relacionado con evaluar la funcién f la menor cantidad

posible de veces.

Existen dos tipos de extremos: globales y locales. Los extremos globales son los
valores de la funcion verdaderamente maximos o minimos. En cambio, los extremos
locales son los valores mas altos o més bajos dentro de una vecindad finita del
dominio de la funcién. Generalmente, hallar extremos globales es un muy dificil
problema. En la figura 2.2 se observa un esquematico de diversos extremos locales

y globales.

En la literatura existen una gran cantidad de algoritmos encargados de la
busqueda de extremos, aunque una clasificaciéon habitual es dividirlos entre aque-

llos capaces de hallar extremos globales y aquellos solo capaces de hallar extremos
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X X,

Figura 2.2: Extremo de una funcién en un dominio [X;, X5]. Los puntos A,C y E
son maximos locales, asi como los puntos B y F son minimos locales. El maximo
global ocurre en G y el minimo global en D. En el punto E las derivadas de orden
superior a 1 de la funcién se anulan, lo que puede ocasionar dificultades en algunos

algoritmos. Fuente: [8].

locales, aquellos capaces de minimizar/maximizar funciones univariadas y multi-

variadas, y aquellos que requieren (o no requieren) el uso de gradientes.

Lamentablemente, no existe un algoritmo ” perfecto” para la resolucién de todos

los problemas, sino que cada método posee sus ventajas y desventajas.
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2.4. Métodos de minimizacion

A continuacion, se describen algunos de estos métodos de minimizacion utili-

zados en el trabajo.

2.4.1. Meétodo de Powell de direcciones conjugadas

2.4.1.1. Método Golden Section Search

En el algoritmo de la biseccion, utilizado para hallar raices de funciones uni-
dimensionales, se elige un intervalo (a,b), luego se evalia la funcién en el punto
medio x = %52 y se obtiene un intervalo méds pequefio (a,z) o (z,b). Esto se repite

hasta que el intervalo sea menor que una tolerancia.

En analogia con el algoritmo previamente mencionado, el método Golden Sec-
tion search para minimizacion unidimensional sin utilizar derivadas sigue la misma
filosofia de ir reduciendo el tamano de los intervalos, pero la diferencia es que pa-
ra una minimizacién se deben utilizar ternas de puntos @ < b < ¢ donde f(b)
generalmente es menor a f(a) y f(c). Se elige un nuevo punto = entre (a,b) o
(b, ¢). Sin pérdida de generalidad, asumamos que es el ultimo caso. Ahora, se debe
evaluar f(z). Si f(x) < f(b) la nueva terna es (b, x,c), en caso contrario resulta
(a,b, z). Esto se repite hasta que los extremos del intervalo compuesto por la terna

de puntos se vuelva pequeno.

Este método también propone una respuesta a la pregunta: ;Coémo elegir el
nuevo punto x en cada iteracién?. La respuesta es elegir el punto tal que el intervalo

se reduzca por una cantidad fija, el nimero aureo 0.618, en cada iteracién.
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2.4.1.2. Interpolacion parabdlica

El método Golden Section Search es disenado para manejar el peor caso de
minimizacion de funciones: donde aquellas son poco cooperativas. Si bien esto

otorga generalidad al algoritmo, no siempre es el caso.

Para funciones lo suficientemente suaves, en la mayoria de los casos el compor-
tamiento es similar al de una pardbola en las cercanias del minimo. Por lo tanto,
mediante una pardabola definida entre 3 puntos, es posible converger rapidamente
al minimo. Esto es llamado interpolacion parabolica inversa. Un esquema de esto
se observa en la figura 2.3, en donde una pardbola (linea discontinua) es trazada
a través de los 3 puntos originales 1,2,3, dada la funcién (linea sélida). La funcién
es evaluada en el minimo de la parabola, 4, el cual reemplaza el punto 3. Luego,
una nueva pardbola (linea de puntos) es trazada a través de los puntos 1,4,2. El
minimo de esta nueva parabola se encuentra en 5, el cual es cercano al minimo de

la funcion.

2.4.1.3. Método de Brent

El método de Brent es una combinaciéon de los dos métodos recientemente
mencionados. Esto logra combinar la robustez del método Golden Section Search
cuando la funcién a minimizar no posea un ”buen comportamiento” y la rapidez

de la interpolacién parabdlica cuando si lo posea.

Para realizar esta tarea, se debe llevar un seguimiento de 6 puntos, no necesa-
riamente todos distintos, donde se evalua la funcién, a, b, u, v, w, z, definidos de la
siguiente manera: a y b son los puntos donde el minimo se encuentra encerrado,

x es el punto con el menor valor de la funciéon hallado hasta el momento, w es el
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_______ parabola through @ @ @
............... parabola through (1) (2) (@)

Figura 2.3: Convergencia al minimo mediante interpolacion parabdlica inversa.

Fuente: [8].

punto con el segundo menor valor, v es el valor anterior de w y u es el punto en

donde la funcion se ha evaluado mas recientemente.

La estructura del algoritmo es, en esencia, primero, intentar realizar una inter-
polacién parabdlica inversa trazando una pardbola por los puntos z,v y w. Para
que el intento de interpolacién parabdlica sea aceptable, debe suceder que: (i) de-
be estar contenido entre (a,b) y (ii) debe implicar un movimiento desde el mejor
valor actual (z) que es menos de la mitad del movimiento del antepenultimo paso.
De otra manera, el intento de interpolacién parabdlica falla y se realiza una itera-

cion utilizando Golden Section Search. Este procedimiento se repite hasta que el
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intervalo (a, b) se vuelva menor que una tolerancia.

2.4.1.4. Meétodos de conjunto de direcciones

Hasta el momento, los métodos descritos son para minimizar funciones de una
sola variable. Ahora, supongamos que la funcién a minimizar es de N variables.
Si se comienza desde un punto p perteneciente a un espacio N dimensional y se
procede desde alli a través de cierto vector director n, entonces cualquier funcién
de N variables f(p) puede ser minimizada a lo largo de la linea n utilizando
los métodos unidimensionales. Por lo tanto, una minimizacién multidimensional
puede pensarse como una secuencia de minimizaciones a lo largo de una linea.
Este planteo genera toda una familia de métodos de optimizacién, los cuales se
diferencian entre si a través del criterio utilizado para elegir la direccion n en cada

iteracion.

El primer y més elemental criterio para la eleccién de las direcciones en las
que minimizar, podria ser elegir los vectores de la base ey, ...ey como conjunto
de direcciones. Esto es, moviéndose a través de la primera direccién hasta hallar
su minimo, luego desde alli, moverse a través de la segunda hasta su minimo, y
asi sucesivamente con todas las direcciones. Este proceso puede repetirse las veces
que sean necesarias. Si bien esté simple método es efectivo, es muy ineficiente para
cierto tipos de funciones, en las cuales las derivadas segundas de la funcion son,
en magnitud, mucho mas grandes en algunas direcciones que en otras, por lo que
se requieren muchos ciclos a través de todos los N vectores de la base. En la figura

2.4 se muestra un ejemplo bidimensional de esto.

Por lo tanto, es esencial escoger mejores conjuntos de direcciones. Una forma

de lograr esto, es escoger direcciones que "no interfieren”, con la propiedad de que
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Figura 2.4: Minimizaciones sucesivas a lo largo de los ejes coordinados, donde se
muestran las lineas de contorno de una funcién de dos dimensiones. Esto muestra la
ineficiencia del método, requiriendo muchos pequenos pasos para hallar al minimo.

Fuente: [8].

la minimizacién a lo largo de una de éstas no sea estropeada por una minimizacién
subsecuente a lo largo de otra, evitando ciclos interminables a través del conjunto

de direcciones.

Direcciones conjugadas es el nombre matemaético de estas direcciones que "no

interfieren”. Dos vectores u y v se dicen que son conjugados si se satisface que
u-6(Vf)=u-A-v=0 (2.15)

Para alguna funcién f, con A la matriz Hessiana de f, definida como la matriz
de derivadas parciales segundas, y §(V f) la variacién de Vf a lo largo de una
direccién. Si para un conjunto de vectores esta relacion se satisface de a pares para
todos ellos, estos forman un conjunto de direcciones conjugadas. Por lo tanto, si se
realiza una sucesiéon de minimizaciones a lo largo de una linea sobre un conjunto

de direcciones conjugadas, no es necesario repetir ninguna de estas direcciones.
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El método de Powell [19] logra producir N direcciones conjugadas entre si. Su
algoritmo es llamado Método Cuadraticamente Convergente de Powell debido a
que si la funcién f a minimizar es igual a su expansién de Taylor de segundo orden
sobre un punto p:

f(x) :f(p)+Vf|p'X+%x-A-x (2.16)

donde A es la matriz Hessiana de f, entonces el método logra minimizar exac-

tamente la funcién.

Finalmente, cabe mencionar que el algoritmo propuesto originalmente posee un
serio problema el cual en algunos casos tiende a generar direcciones linealmente
dependientes entre si, y como consiguiente, el valor minimo que devuelve el al-
goritmo es erréneo. Afortunadamente, existen diversas soluciones a este problema
mostradas en [20]. Uno de ellos, provisto por Brent, fue el utilizado durante todo

este trabajo para optimizaciones locales sin el uso de gradientes.

2.4.2. Optimizacion mediante Programacion Secuencial de

Minimos Cuadrados (SLSQP)

La idea de la optimizacién cuadratica secuencial viene de resolver problemas

de optimizacién restringida, en donde estas restricciones son no lineales, del estilo

min f(x)

sujetoa ¢;(x) =0 j=1,...,m,
j 9;(x) j (2.17)

gi(x) >0 j=m.+1,...m

X] S X S Xy

En el dmbito de la optimizacion, esto es denominado Problema No Lineal (NLP,

en inglés). Para resolver (2.17) se procede de manera iterativa: empezando con un
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k+1 o5 obtenido a partir de x*

vector inicial x°, en la iteracién k 4 1 el valor x
mediante:

X" = xP 4 oFd” (2.18)

Donde d* es la direccién de bisqueda y o el tamafio del paso.

La direccién de busqueda en cada iteracion d* es determinada a través de
lo que se denomina un subproblema de programacion cuadrdtica [21, 22]. Este es
formulado mediante la aproximacién cuadratica de la funcion de Lagrange del

problema:
L(x,A) = f(x) - Z Aig; (%) (2.19)

Y una aproximacion lineal de las restricciones. Por lo tanto el sistema a resolver

para hallar la direccion de buisqueda resulta

min 1dT‘B’“d—i-Vf(Xkyd

deRrn 2

sujeto a Vg;(x*)-d+g;(x") =0 j=1,...,m. (2.20)

Vgi(x*) - d+gi(x) >0 j=m.+1,...m

Donde B* es una matriz simétrica de tamano n x n .El sistema (2.20) es un
problema de programacion cuadratica el cual debe resolverse en cada iteracion. La
determinacién del tamano del paso a* y la actualizacién de la matriz B* en cada
iteracion pueden plantearse como otros subproblemas de programacion cuadratica.
Entonces, resolver (2.17) resulta en resolver una serie de problemas de programa-

cién cuadraticos en cada iteracion.

En particular, se puede mostrar [23] que los subproblemas de programacién

cuadratica se pueden reemplazar por subproblemas de minimos cuadrados lineales
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utilizando una factorizacién LDLT, variante de la descomposicién de Cholesky [7],

de la matriz B:

min ||(D*)V2(L*)Td + (D*)~V2(LF) 7'V F(xM)|

deR”

sujeto a Vg;(x*)-d+g;(x*) =0 j=1,...,m. (2.:21)

Vgi(x") - d+gi(x) >0 j=m.+1,...m

Donde L¥ es una matriz triangular inferior de tamaifio n cuyos elementos diagonales
son iguales a 1 y D* una matriz diagonal, también de tamaiio n. Este tipo de

subproblemas pueden ser resueltos mediante el software propuesto en [23].

Programacion de Minimos Cuadrados Secuenciales, o Sequential Least SQuares
Programming (SLSQP) en inglés [21, 22], es el método de optimizacién basado en

lo mencionado anteriormente.

Si bien en este trabajo solo se requirié minimizar la funcién y? sin utilizar
restricciones de igualdad ni de desigualdad, inicamente limitando el dominio de los
pardametros, SLSQP fue el método con el cual se obtuvieron los mejores resultados,
y por lo tanto fue el algoritmo utilizado para optimizaciones locales con uso de

gradientes.

2.4.3. Optimizacion mediante el método de Optimizacion

Global de Homologia Simple (SHGO)

SHGO [9] o Simplicial Homology Global Optimization, Optimizaciéon Global
de Homologia Simple en espanol, es un algoritmo de optimizaciéon global basado

en aplicaciones de la homologia simplicial integral y topologia combinatoria capaz
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de hallar el minimo global de una funciéon de varias variables no necesariamente
continua ni suave. Acepta restricciones del tipo limites, igualdades y desigualdades.
Ademas del minimo global, es capaz de devolver una lista con todos los minimos

locales hallados.

En la figura 2.5 se muestra una comparativa entre SHGO (linea naranja de
puntos y linea azul sélida) y otros métodos de optimizacién global como Basin-
Hopping (linea violeta sélida), Differential Evolution (linea roja de puntos) y TGO
(Topographical Global Optimization, linea verde de puntos y rayas), el cual SHGO
originalmente fue pensado como una mejora de éste, al resolver una seleccion de

180 problemas de optimizacién con restricciones de borde [24].

Para cada test, si el algoritmo en cuestién no lograba obtener el minimo glo-
bal en menos de 10 minutos, el test se catalogaba como fallido. En el eje vertical
se muestra la fraccién de test resueltos y en los ejes horizontales la cantidad de
evaluaciones de la funcién a minimizar y el tiempo de ejecucion. Se observa clara-
mente que en estos problemas SHGO posee una performance superior respecto a

los populares métodos Basin-Hopping y Differential Evolution, y un rendimiento

similar a TGO.
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Figura 2.5: Comparativa entre métodos de optimizacién global. Fuente: [9].
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Figura 2.6: Figura 2.5 ampliada al rango de [0,1000] evaluaciones de la funcién y

[0,0.4] segundos de tiempo de ejecucién. Fuente: [9].

Por lo mencionado anteriormente, SHGO es el algoritmo de cabecera utilizado
durante todo este trabajo como método global. Debido a que este necesita de

algoritmos de optimizacion local, se utilizé el método de Powell para optimizaciones
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sin uso de gradientes y SLSQP para optimizaciones con uso de gradientes.

2.4.4. Algoritmo de Levenberg-Marquardt

El método de Levenberg-Marquardt [25] es un algoritmo de minimizacién pro-
puesto para estimacion por minimos cuadrados de parametros en modelos no li-
neales. A continuacion se realiza una breve descripcion del mismo, ya que si bien
no se utilizé explicitamente en este trabajo para obtener resultados, se utiliz6 para

realizar una comparativa con los mismos.

Es razonable asumir que la funcién costo x? a minimizar, suficientemente cerca

del minimo, se comporta aproximadamente como una forma cuadrética (2.16):

(0) % x*(p) + Vil (0P + 5 (p—P)A-(p-p)  (222)

Donde A es la matriz Hessiana de x? y p; un punto cualquiera razonablemente
cerca del minimo. Luego, con esta aproximacion. se puede ver que el gradiente de
x? es

Vx* = Vx'(pi) + A (p—pi) (2.23)
Entonces, si igualamos Vx? = 0 obtenemos el punto p en donde ? alcanza un

extremo

Vx’(pi) +A-(p—pi) =0

(2.24)

Si se piensa esto como un proceso iterativo, partiendo del punto p; se obtiene que
al sumarle la cantidad A~ - Vx?(p;) se logra alcanzar el minimo en un solo paso.
Esta es la esencia de los algoritmos de optimizacion de métrica variable, solamente

que en un caso general no siempre es conocido el Hessiano A.
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En cambio, si la aproximacién cuadrética (2.22) es una mala aproximacién local
de la forma de 2 cerca del punto p;, esto es, si se encuentra lejos del minimo, se
puede utilizar otro método iterativo de minimizacion llamado steepest descent o en
espanol método del mdazrimo descenso. Este método es una minimizacion iterativa en
donde en cada paso se minimiza en la direccion negativa al gradiente. Nuevamente,

si se parte del pinto p;, en cada iteracion el punto p;;; se obtiene de la manera

Pis1 = Pi — 1 VX2 (i) (2.25)

Donde 7 es una constante, generalmente pequena, que regula el tamano del paso.
Como dato adicional, notese que esta es la forma mas bésica de este algoritmo, la
cual es sabido que presenta diversos problemas como el conocido vanishing gradient
en donde el descenso por el gradiente se "estanca” en zonas planas de la funcion,
el estancamiento del algoritmo en minimos locales e inclusive la incapacidad de
finalizacién del algoritmo debido a oscilaciones alrededor de puntos de ensilladura,

por lo cual no es recomendable utilizar este algoritmo de manera exclusiva.

El método de Marquardt-Levenberg, de manera similar al método de Brent,
es una combinacién de variaciones suaves y de manera continua entre (2.24) y el

método del maximo descenso (2.25) cuando se encuentra lejos del minimo.

Si la funcién costo es de la forma (2.1):

Ny

) =) [Oi(p)Azf)? - (2.26)

i

las derivadas respecto a los parametros resultan

Ny

aXQ Oz’(P) - O aoi(P)
A 9 i
Opx, Z AOZ‘Q Opy,

k=12 Ny (2.27)

51



T [0u(p) - 07 %;”} (2.28)

0 2% 1 {8(’)i(p) d0;(p)
IprOpi y AO? Opr, opl

El término de derivadas segundas en (2.28) causa desestabilidad si el modelo no
es muy bueno o los puntos experimentales contienen irregularidades, por lo que
esté termino suele omitirse ya que esto no presenta efecto sobre el valor de los

parametros finales obtenidos, solo modifica el camino por el cual se obtienen. Si se

definen
10x? 1 02
- I — = 2.29
O 20p M 20p0p, (2:29)
Entonces las ecuaciones (2.24) y (2.25) pueden ser reescritas de la forma
Np
Z ok 0pr = P (2.30)
=1
y
opr =B (2.31)

Con N, el nimero de pardmetros y dp; = (p — pi)i-

Ademas, el método se basa en dos elementales pero importantes ideas. La
primera, es sobre la escala de la constante 1 en (2.31). Se observa que la escala de
constante de proporcionalidad entre dp; y 5, debe ser del orden de «ay, a la cual
se le anade un factor de peso A\ para regularla. Entonces, la ecuacién (2.31) es
reemplazada por

1
opp = — 2.32
Di A By ( )

La segunda es que las ecuaciones (2.30) y (2.32) pueden combinarse si se define la

nueva matriz o definida por

afy = ag;(1+A)

oy =ayp (J#K)

(2.33)

52



Por lo que se pueden reemplazar ambas ecuaciones previas por

Ng
Za;lépl = Bk (234)
=1

Entonces, el método consiste en, dados unos parametros iniciales estimados p:

» Calcular x?(p).
= Elegir un valor inicial pequeno de .
= Resolver las ecuaciones (2.34) para dp y evaluar x*(p + dp).

» Si x3(p + dp) > x%(p), incrementar A por un factor 10 y volver al paso
anterior. Si x?(p + dp) < x%(p), disminuir A por un factor 10, actualizar

p — p + dp y volver al paso anterior.

Esto se repite hasta alcanzar un criterio de convergencia estipulado.
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Capitulo 3

Optimizacion de parametros de

campo medio y aplicaciones

3.1. Introduccion

Como se vio en el capitulo 1, el uso de potenciales fenomenolégicos en el cam-
po medio facilita el estudio de un sistema cuantico de varias particulas, como el
caso del ntucleo atémico. El cédigo Gamow nos permite calcular las energias y
funciones de onda de particula simple. Para esto, es clave una correcta eleccion de
los pardametros {Vp, ro, a, Vi, }. La duda que surge naturalmente es cémo elegirlos.
En este trabajo, el criterio utilizado fue mediante el ajuste a las energias reporta-
das experimentalmente [2]. Esto se hizo para ntcleos donde valga la aproximacion

core-neutron, y trabajando tnicamente con estados ligados.
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Para esto, se define la funcién y?

Ng ea:p)Q

9 1 &(p) —¢;
X°(p) = EZ ( (p)Aglz

(3.1)

i
Donde p = (Vy, 70, a, Vo), Ng la cantidad de energias experimentales disponibles
para el ajuste, £(p) las energias calculadas, e“? las energias experimentales y Ae
la incertidumbre en las energias. Debido al bajo error reportado en las medicio-
nes experimentales, es posible despreciar el aporte de los errores experimentales.
También es posible despreciar los errores computacionales asociados. Con esto, la
unica fuente de error es la deficiencia inherente en el modelo tedrico, magnitud que

no puede cuantificarse en este formalismo.

En este trabajo, por una cuestién de simplicidad, se adopto que los errores son

Aeg; =1, parai=1,..., N,

Por lo tanto, la funcién x? resulta

Ny

V(D) = Ni S (ei(p) — &)’ (3.2)

7

Luego, se minimiza y? para obtener los pardametros 6ptimos del campo medio.
Idealmente, con estos parametros se deberan reproducir los espectros de energia
experimentales. Este proceso se realiza, en una primera instancia, para cada ntucleo

por separado. Los métodos de minimizacion utilizados se detallan en cada seccion.

3.2. Optimizaciéon por busqueda de grilla

Como camino introductorio al proceso de optimizacién, el primer paso fue reali-

zar optimizaciones sencillas mediante un algoritmo de bisqueda de grilla. El niicleo
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utilizado para estas pruebas fue el 7O. Los valores estandares de los pardmetros

son:
Vo =51MeV
a=0,67fm

(3.3)
ro = 127fm

vso = 0,44V, = 22 44MeV

3.2.1. Optimizacion de dos parametros

Inicialmente, se dejan fijos 2 de los 4 parametros y se optimizan los otros 2 res-
tantes. Cada uno de los arreglos unidimensionales que componen el mallado estan
compuestos por 100 puntos. El rango de los arreglos unidimensionales es un 85 %
el valor estandar de cada parametro a optimizar. Con esto, el espacio de bisqueda
discretizado se encuentra compuesto por 10000 puntos. El tiempo tomado durante

cada proceso de optimizacién fue de, aproximadamente, 30 minutos.

Como comentario adicional, cabe mencionar que durante el trabajo, el valor
estandar del parametro vgo utilizado en el cédigo Gamow resulta 0,22V, a dife-
rencia del valor 0,44V mencionado previamente en la seccién 1.5. Esto es debido

a un factor % de diferencia entre la bibliografia y el codigo.

3.2.1.1. Optimizando Vj y 7y

Dejando fijos a y vso en sus valores estandares, se optimizan V, y rg. Los

resultados de la optimizacién son

Vo = 93,474 4 0,867 MeV
(3.4)
ro = 1,455 + 0,021 fm
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donde las incertezas en los valores obtenidos se asignan mediante el tamano del
paso del mallado. Las energias obtenidas con estos parametros son las observadas

en la figura 3.1. Para los diagramas de niveles de energia, se utiliz6 la libreria de

Python [26].
?
= 2
5 2s 1/2+
H] e
U ——
LL
—4 4 R
1d5f)_ 5f2+
_6 -
—8 - Gamow Experimentales

Figura 3.1: Diagrama de niveles de energia del 17O optimizando Vj y 7. Los niveles

mostrados a la izquierda son los obtenidos con la optimizacion y los mostrados a

la derecha los experimentales.

Es interesante notar que los valores éptimos obtenidos son particularmente
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altos. Esto puede indica dos cosas: la primera, es que el proceso de optimizacién
puede llevar a resultados no fisicos, sino mas bien matematicos. No necesariamente
los valores que minimizan la funcién y? son los que representan un campo medio
fisicamente factible el un nicleo atémico. Lo segundo, podemos notar un valor
muy alto de Vj conlleva un valor muy alto de rq. Esta particularidad es un primer
indicio a la alta correlaciéon entre ambos pardmetros. Ambas cosas mencionadas

anteriormente permaneceran constantes en todo el resto del trabajo.

3.2.1.2. Optimizando Vj y vgo

Fijando ry y a en sus valores estandares, se optimizan Vj y vgo. Los valores

optimos resultan

Vo = 51,438 £ 0,867TMeV

vso = 12,999 + 0,381 MeV

Y las energias obtenidas se muestran en la figura 3.2.
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Figura 3.2: Diagrama de niveles de energia del 7O, optimizando V; y vso. Los

niveles mostrados a la izquierda son los obtenidos con la optimizacion y los mos-

trados a la derecha los experimentales.

El acuerdo con los valores experimentales es similar al encontrado optimizando
Vo y ro. Esto muestra la ambigiliedad de que diferentes parametrizaciones del campo

medio pueden reproducir igualmente bien los datos experimentales.
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3.2.1.3. Optimizando 7y y a

Fijando Vy v vso en sus valores estandares, se optimizan ry y a. Los valores

optimos resultan

a=1,044 £ 0,011 fm
(3.6)
ro = 1,215 4 0,021 fm

Y las energias obtenidas se muestran en la figura 3.3. En este caso el acuerdo
es mas pobre, indicando que los parametros usuales de V; y vgo no son adecuados

para este ntcleo.
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Figura 3.3: Diagrama de niveles de energia del 17O, optimizando rq y a. Los niveles
mostrados a la izquierda son los obtenidos con la optimizacion y los mostrados a

la derecha los experimentales.

3.2.2. Optimizaciéon de tres parametros
El siguiente paso en complejidad es optimizar 3 de los 4 parametros, dejando

fijo el restante. Debido a la alta correlacién entre Vj y rg, para mejores resultados

es preferible evitar optimizar estos dos parametros a la vez. Una posible eleccion
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es optimizar Vj, a y vso v dejar fijo rq.

Recordando que el algoritmo de minimizaciéon por busqueda de grilla implica
evaluar la funcién x? en cada uno de los puntos del mallado compuesto por la
superposicion de los arreglos unidimensionales que representan cada uno de los
intervalos de busqueda de cada parametro. Si cada arreglo unidimensional posee
m puntos y n es la cantidad de parametros, se deberan realizar m™ evaluaciones de
la funcién y2. Esto es un crecimiento exponencial de la cantidad de evaluaciones
con el numero de parametros a optimizar, aumentando en gran medida el coste
computacional de realizar la optimizacién. Esto muestra que la técnica de mallado
no es conveniente, por lo que se deben recurrir a los métodos de optimizacién

descritos en el capitulo anterior. Esto se vera en la proxima seccion de este capitulo.

Por esto, a medida que se aumenta la cantidad de parametros a optimizar,
para mantener tiempos de calculo razonables es necesario disminuir la cantidad
de puntos de cada arreglo (el valor m). Para el caso de 3 pardmetros, se utilizan
arreglos de tamano m = 25, por lo cual el mallado 3D que representa el espacio
de busqueda consiste de 253 = 15625 puntos, del mismo orden de magnitud que
en el caso anterior de la optimizacion de pares de parametros, donde el mallado
2d consistia en 100? = 10000 puntos. Esto genera en una busqueda del espacio de
parametros mas ”gruesa”, donde podrian omitirse posibles minimos locales entre
los distintos puntos del mallado. Con esta configuraciéon del mallado, donde el rango
de cada uno de los arreglos unidimensionales que lo componen es de 85 % el valor
estandar de cada parametro, cada proceso de optimizacién durd aproximadamente

45 minutos.
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Luego de la optimizacion, los parametros encontrados resultan

Vi = 51,000 + 3,468 MeV
vso = 14,492 £ 1,526 MeV (3.7)
a = 0,717 £ 0,045 fm

Donde nuevamente las incertezas asignadas son las correspondientes al tamano del

paso en el mallado.

Ademas, es posible seleccionar un segundo minimo hallado tal que los valores
de Vp,vs0 y a difieran significativamente de los hallados en (3.7), aunque no re-
produzcan las energias experimentales con igual precisién. Esta segunda terna de

parametros resulta

Vi = 47,388 & 3,468 MeV
vso = 24,03 £ 1,526 MeV (3-8)

a = 1,097 & 0,045 fm

En la figura 3.4 se compara las energias calculadas mediante los parametros
(3.7) y (3.8), junto con las energfas experimentales. El nimero entre paréntesis
indicado debajo es el valor minimo alcanzado de la funcién 2, esto es, el valor de

x? evaluado en cada una de las ternas de pardmetros obtenidas, respectivamente.

Se observa que las energias calculadas utilizando la terna 1 (3.7) se ajustan
ligeramente mejor a las experimentales que las calculadas utilizadas la terna 2

(3.8), como era esperable.

Una forma de visualizar la funcién y?, funcién de 3 variables, es dejar fijo
uno de los parametros y graficar en funcion de los 2 restantes. Este parametro se
fija en el valor 6ptimo hallado en las optimizaciones (3.7) y (3.8), obteniendo dos

funciones x? y x3 bidimensionales.
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Figura 3.4: Diagrama de niveles de energfa del 17O, optimizando V;, vso v a.

En las figuras 3.5, 3.6 y 3.7 se grafican las funciones x? (correspondiente a dejar
fijo uno de los parametros utilizando los valores obtenidos en (3.7)) y x3 (utilizando
los valores obtenidos en (3.8)) en una vecindad cercana de sus respectivos minimos.
En el eje Z se muestra el valor numérico de cada una de las funciones graficadas,

mientras que en los demas ejes se grafican los puntos del mallado.

Dentro de cada una de las figuras se muestran dos perspectivas distintas para
apreciar el comportamiento de las funciones. Se observa que suficientemente cerca
del minimo, la funciones x? y x se comportan de manera similar a una parabola.
Esto esta en concordancia con la teoria de minimizacion de funciones vista en el
capitulo anterior, donde es comun suponer este comportamiento en un entorno
cerca de un minimo. En cada uno de los dos casos, los minimos se encuentran en

cada uno de los valores 6ptimos hallados previamente en la optimizaciéon, como
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deberia suceder.

Figura 3.5: Funciones x? (azul) y X3 (rojo) cerca de sus respectivos minimos,

fijando el valor del parametro a.
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Figura 3.6: Funciones x? (azul) y x3 (rojo) cerca de sus respectivos minimos,

fijando el valor del parametro vgo.
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Figura 3.7: Funciones x? (azul) y x3 (rojo) cerca de sus respectivos minimos,

fijando el valor del parametro V.

3.3. Optimizacién utilizando librerias

Las deficiencias del uso de la optimizacion mediante busqueda de grilla que-
daron réapidamente en evidencia en la seccién anterior. Por lo tanto, se vuelve
imprescindible el uso de algoritmos mas sofisticados que exploren el espacio de
parametros de manera mas inteligente, donde la convergencia a los minimos se
alcance en menor cantidad de evaluaciones de la funcién y/o se logren encontrar

una mayor cantidad de estos minimos.

Para lograr esto de manera eficiente, en este trabajo se utilizo el algoritmo de
optimizacién global SHGO [9] en conjunto con algoritmos de optimizacién local
restringida, como el método de Powell para minimizacién sin gradientes y el algo-
ritmo SLSQP [21, 22] para minimizacién con el uso de gradientes. Estos algoritmos

fueron provistos por la librerfa de algoritmos matematicos SciPy [27] en Python.
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3.3.1. Obtencién de r

Debido a la alta correlacion entre los parametros V, y rg, la mayoria de los
métodos de optimizacién probados mostraban con dificultades al encontrar bue-
nos resultados y hallar direcciones adecuadas en las que minimizar (en métodos
de minimizacién a lo largo de una linea, como el de Powell). Estas correlaciones
resultan en una funcién y? "mal condicionada”, en donde pequenas variaciones
en los parametros causan grandes cambios en el valor de la funcién. Con esto, se
obtiene y? repleta de minimos locales e irregularidades, lo cual dificulta el proceso

de optimizacion.

Para resolver este problema, se opté por no optimizar ry. Esto es, ni x? ni,

de Vy? in funci d 3 1 d imizacié
por ende Vx~, seran funciones de este parametro en el proceso de optimizacion.
Ademas, no se fijara ro en su valor estandar como en las secciones anteriores, sino
que se ajustara mediante el valor del radio cuadratico medio r,,,s experimental

28, 29, 30] del core de cada uno de los ntcleos en cuestién.

Para ntcleos esféricos, una buena aproximacion es asumir que la densidad del
nicleo es igual a una constante, esto es, p(r) = po. Por lo tanto, la integral de esta

densidad debe ser igual al nimero masico del ntcleo.

R R 4
/ p(r)dr = po/ dr = —7R%py = A (3.9)
0 0 3
Despejando el radio nuclear R se obtiene la relacion siguiente
3 \1/3
R= ( ) AY3 = rgAV3 (3.10)
4P,

Luego, se puede relacionar el valor de R con el valor del radio cuadratico medio
7rms definido como el promedio

R
2 fo r?p(r)dr

re =0 - 3.11
rms fOR p(r)dr ( )
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Si se supone densidad constante

2 er2p(r)dr Po fORerr
e fo (r)dr Po fORdr

I (3.12)
%WRS 0
3 R
= —— = —R
R3 5 5
Por lo tanto
3
Trms = ER (3.13)

Utilizando la expresién para R en funcién de ry (3.10) en (3.13) se obtiene una

relacion entre el pardmetro rg v el 7,5

3 5
T'rms = \/g"ﬂOAAl/3 =Ty = \/;TrmsA_l/?’ (314)

Mediante la ecuacién (3.14) se relaciona el valor experimental 7,.,,s con el valor
fijado de 7y en la optimizacion, para cada nicleo. Esto provee un argumento fisico
para fijar ry en algin valor que se corresponda con la informacién experimental
del ntcleo a diferencia de fijarlo en un valor estdndar que no depende del nicleo,

por lo que justifica mas sélidamente su exclusiéon en la minimizacion de la funcién

X2

3.3.2. Cadlculo de Vy?

Para varios métodos de optimizacion, es necesario conocer el gradiente de la
funcién x? definida en (3.2). El gradiente es un vector formado por las derivadas
parciales de y? respecto a cada uno de los pardmetros a optimizar. Sea A uno de

estos pardmetros, luego, utilizando la regla de la cadena, la derivada parcial de y?
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respecto a A resulta

aXZ _ 2 al agz(p) expy2
N, 2. (ei(p) —&i™") (3.15)

3&'(1))
oA\

El problema recae en conocer las derivadas ,Jlo cual no es trivial.

3.3.2.1. Teorema de Hellmann-Feynman

Dado un sistema mecanico cudntico, el teorema de Hellmann-Feynman [31] re-
laciona la derivada total de la energia del sistema con respecto a un parametro A
con el valor esperado de la derivada del hamiltoniano, el cual depende continua-

mente de \
OF\

EN

0H,

0
=9 (Ua|Haltn) = <¢A|W|¢A> (3.16)

3.3.2.2. Aplicacion del teorema de Hellmann-Feynman

Utilizando el teorema de Hellmann-Feynman para el caso particular tratado en

este trabajo, donde las derivadas de las energias resultan

Oe
a = \ Unij

Donde R4, es el valor final de integracién fijado en ~ 20 fm, wu,;(r) las funciones

oh

Rmazx 8h
o [Unli ) = i unlj(r)ﬁunl]‘(r)dr (3.17)

de onda radiales y el hamiltoniano h = h(r)

R* d* (1 +1)R? . - &ivso | d 1

1=+ 5 f
r—r r—rgAl/3
2m dr 2mr 14 eofA 2r dr m eoT

(3.18)

Estas derivadas respecto a los parametros de campo medio Vjy, 1o, a, vgo resultan
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oh 1

oVy T 1+ g(r) (3.19)
oh  g(r)AY3 1 Vol—g(r)
ory a [1+g(r)] Yo =&y ar 1+ g(r) (3.20)
oh 1 L\ rrgAl/3 . vsol—g(r) og(r)
= T = (e ) Heofg ] o2
buso  ar [T +g(r)]
T‘—T‘0A1/3
Donde g(r) = g(r;rg,a, A) = e« . Por lo tanto, con estas expresiones es

posible calcular (3.17) para finalmente obtener cada componente (3.15) de Vx? a

utilizar en los métodos de optimizacién que asi lo requieran.

3.3.3. Valores experimentales

Los valores experimentales de los niveles de energia y radios cuadraticos medios

de los cores para cada nucleo se listan a continuacion en las tablas 3.1, para

nucleos livianos, 3.2, para nicleos medios, y 3.3, para ntcleos pesados. Las entradas

marcadas con un solo asterisco () en el 1%'Sn representan que fueron obtenidas

de las referencias [11, 32].
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Nicleo | Experimental (keV) | J7 Experimental modelo de capas (MeV) | Estado
0 24+ | -2.0326 1ps/o
SLi
(2032.62) | 980.80 1+ -1.0518 Ip1y2
11Be 0 1/2+ -0.5016 281/2
(501.60) | 320.04 1/2- | -0.1816 1p1/9
o 0 5/2+ | -4.1431 1ds)»
(4141.08) | 870.756 1/2+ | -3.2723 2512
0 5/2+ | -3.956 Las /2
190 | 96.00 3/2+ | -3.86 Laz/2
(3956.00) | 1471.70 1/2+ | -2.4843 24172
190 0 1/2+ | -0.58 281/2
(580.00) | 209.00 3/2+ | -0.371 Lds3 /o

Tabla 3.1: Valores experimentales de los niveles de energia y su equivalencia al

modelo de capas para los nicleos livianos estudiados. Los valores indicados debajo

de cada nucleo entre paréntesis es su correspondiente energia de separaciéon de

neutrén S, (en KeV) tomadas de la referencia [2].
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Nicleo | Experimental (keV) | J™ Experimental modelo de capas (MeV) | Estado
- 0 (0-) -1.28 28172
(1280.00) | 183.00 (1-) -1.097 1d3 /2
s 0 (1+) -0.77 ld3/s
(730.00) | 643.40 (4+4) -0.1266 IER
0 7/2- -8.3628 272
NCa | 1942.88 3/2- -6.4199 23
(8632.62) | 2576.00 5/2- -5.7868 1fs5/2
0 3/2- -5.1464 23/
90, 2032.20 1/2- -3.1142 2p1/2
(5146.45) | 3354.70 9/2+ -1.7917 1gg/2
3585.00 5/2- -1.5615 1f5/2
0 (54,6+) | -2.75 2p3/2
6Sc | 587.20 (24) | -2.1628 1fs/2
(2750.00) | 727.50 (34) -2.0225 2p1/2
3/2- -10.2476 2p3)2
°TNi 768.50 5/2- -9.479 1fs/2
(10247.60) | 1112.60 1/2- -9.135 2p1 /2

Tabla 3.2: Idem tabla 3.1 para los nicleos de masa mediana estudiados.
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Nicleo | Experimental (keV) | J™ Experimental modelo de capas (MeV) | Estado
0 (5/2+) | -11.1 2 2
171.70 (7/2+4) | -10.9283 197/
101Gy | (*) () 93 351/
(11100.00) | (*) (*) -9.2 2p3/2
(*) (*) -8.6 1h1y /9
0 (7-) | -2.46 1hg)s
g | 7500 (5-) | -2.385 272
(2460.00) | 161.00 (4-) -2.299 2¢5/2
264.00 (3-) -2.196 3p3/2
0 7/2- -2.402 2f7/2
853.70 3/2- -1.5483 3p3/2
133Sn | 1363.00 1/2- -1.039 3p1/2
(2402.00) | 1560.90 9/2- -0.8411 Lhg /s
2004.60 5/2- -0.3974 2152
0 (3-4-) | -2.22 1hg)2
108h | 70.90 (4-5) | -2.1491 2/
(2200.00) | 298.20 (5-,6-) | -1.9218 2f5/2
0 9/2+ -3.9374 249/2
778.89 11/2+ | -3.15851 Lity /o
209p1, 1567.09 5/24+ -2.370314 3ds 2
(3937.40) | 2032.21 1/2+ -1.90519 4512
2491.00 7/2+ -1.4464 297/2
2537.60 3/2+ -1.3998 2d3 /9

Tabla 3.3: [dem tablas 3.1 y 3.2 para los ntcleos pesados estudiados.
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Los radios cuadraticos medios de los cores se muestran en la tabla 3.4. Los

(e

valores de 7,.,s marcados con doble asterisco ** indican que no se encontré infor-
macion experimental, y por lo tanto fueron estimados. Esta estimacién se realizo
mediante inspeccion a los radios cuadraticos medios de niicleos con niimero masico

A similares a los nucleos cuyos radios cuadraticos medios se desearon estimar.

Tabla 3.4: Lista de los valores de r,,,s v ro utilizados en la optimizacion. Los
valores de 7., con doble asterisco ** indican que no se encontré informacion

experimental, y por lo tanto fueron estimados.

Ntcleo (core) | 7pms [fm] | 7o [fm]
Li 2.4440 1.6494
10Be 2.3550 1.4112
160 2.6991 1.3522
180 2.7726 1.3658
18C 2.8200 1.3891
2N 2.7500 1.2868
BF 3.1200 1.3775
0Ca 3.4776 1.3017
8Ca 3.4771 1.2337
%Sc 3.60000%) | 1.2221
%6Nj 3.70000%) | 1.2666
100Sp 4.5000%%) | 1.2516
1311y 4.70000%) | 1.1947
1828 4.7093 1.1914
139G} 4.80000*) | 1.1963
208ph 5.5012 1.1986
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3.3.4. Resultados de la optimizacion

Utilizando el algoritmo de optimizacion global SHGO junto con el algoritmo
de optimizaciéon local SLSQP, para cada ntcleo se minimiz6 su correspondiente
funcién y?, utilizando Vy?2. El cdlculo de las derivadas parciales 25 fue realizado
mediante un cédigo propio programado en Python. Las optimizaciones fueron rea-
lizadas mediante el desarrollo de un programa hibrido utilizando el c6digo Gamow,
los métodos de minimizacion provistos por la libreria Scipy y el uso de programa-
cion en Python. El tiempo de célculo empleado para el proceso de optimizacion de
todos los nicleos estudiados en el trabajo fue de, aproximadamente, 90 minutos

en total.

Los resultados de estos pardmetros y sus cotas de error dadas por (2.11) se
muestran en la tabla 3.5. Para el caso del ®Li no fue posible calcular los errores
debido a que los elementos diagonales de la matriz de covarianza son negativos, y
esto resultaria en errores complejos. Ademas, algunos errores muestran valores no
consistentes con la magnitud asociada, dando resultados demasiado grandes que
no poseen un significado real. Este fenémeno es debido a valores diagonales muy
grandes en la matriz de covarianza. Esto indica que los parametros no estan bien
constrenidos, esto quiere decir, existen diversos valores posibles que podrian dar
una descripcion igualmente adecuada. Posiblemente considerando otros observa-

bles uno pueda tener un valor mas razonable.

Ademads, por motivos de presentacién fueron reducidas las cifras decimales en
los parametros obtenidos, pero debe tenerse en cuenta que estas pueden adicionar
cambios notables en la evaluacion de la funcién y por lo tanto tener impacto en el

espectro de energia, por lo que deben considerase.
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Nicleo | Vo [MeV] a [fm] vso [MeV]
8Li 33.00 0.65 5.62

'Be 30.00 &£ 8.61 | 1.00 £ 0.53 | 23.50 £+ 5.07
70 45.27 £1.83 | 0.85 £ 0.29 | 17.04 £ 0.47
YO 42.56 £ 1.45 | 0.55 £ 0.19 | 7.50 £ 0.25
e 37.89 £1.54 |04 £025 |4.00=£047
2N 41.09 £ 1.45 | 0.40 = 0.20 | 4.09 £ 0.40
X 60.00 £ 7.00 | 1.2 £ 0.45 | 29.72 £ 3.58
4Ca 52.38 £1.44 | 0.70 £ 0.18 | 6.12 £+ 3.30
YCa 48.63 £ 1.53 | 0.43 £ 0.12 | 22.53 £ 2.59
%S¢ 42.14 £ 2.36 | 0.61 £ 0.35 | 6.59 £+ 11.12
>TNi 52.02 £1.29 | 0.77 £ 0.38 | 9.34 £ 10.54
1019 53.04 + 1.30 | 0.57 £ 0.16 | 17.40 + 4.69
132Tn 50.01 + 1.38 | 0.86 £+ 0.26 | 4.00 £ 7.41
133Gn 4895 £ 1.24 | 0.73 £ 0.17 | 10.98 + 6.03
1408 47.69 £ 1.45 | 0.88 £ 0.32 | 4.0 £ 7.89
29Pb 49.78 + 0.83 | 0.75 = 0.13 | 12.22 £ 5.43

Tabla 3.5: Parametros 6ptimos obtenidos para cada ntcleo.

Todos los calculos realizados a excepcion del algoritmo de minimizacion fue-
ron implementados manualmente en este trabajo. Para comparar la performance,
los resultados de la optimizacion fueron contrastados con los obtenidos median-
te el uso del algoritmo de Marquardt-Levenberg detallado en 2.4.4. Se observo
que la combinacion de los algoritmos SHGO y SLSQP generaba resultados simi-
lares, ademés de solucionar problemas ocasionales que ocurrian con el algoritmo

de Marquardt-Levenberg, como la inestabilidad en la convergencia al minimo y
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ausencia condiciones de limites en el dominio de bisqueda de los parametros.

En algunos casos, la matriz J7J es singular, por lo tanto no es invertible, por lo
que fue necesario utilizar un criterio més laxo para poder aplicar el mismo método
estadistico. Este criterio fue utilizar la matriz pseudo-inversa, o inversa de Moore-
Penrose, en vez de la matriz inversa estandar. El calculo de las matrices invertidas
usualmente como las pseudo-invertidas fueron realizados mediante el uso de la

libreria Numpy [33].

A continuacién, en las tablas 3.6, 3.7 y 3.8 se muestran las matrices de co-
rrelacién obtenidas mediante la codificacion en Python de las ecuaciones (2.6) y
(2.14) para los nicleos livianos, medianos y pesados estudiados, respectivamente.
Aquellas que posean una daga (1) al lado del nombre del nicleo indican que fueron

obtenidas mediante la pseudo inversion de la matriz J7J.
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8Li

Tabla 3.6: Matrices de correlacién obtenidas para los ntcleos livianos estudiados.
Aquellas que posean una daga (1) al lado del nombre del nicleo indican que fueron

obtenidas mediante la pseudo inversion de la matriz J7J.

Observando las matrices de correlaciones de los nicleos livianos en la tabla 3.6,
lo més llamativo es la alta correlacién entre todos los pardmetros del 8Li, lo cual
podria ser indicio de un comportamiento mal condicionado de la matriz J7J, sin
llegar a ser singular. Otra explicacién posible es que este niucleo sea pobremen-
te representado como un core inerte mas un neutrén de valencia, por lo que la
deficiencia intrinseca del modelo aplicado a su estudio se encuentre en la misma

matriz Jacobiana, y quede en evidencia al momento de calcular las correlaciones.
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[ Vo a vso | i Vo Uso
Vo 1,00 1,00 1,00 Vo 1,00 —0,99
a || 1,00 1,00 —1,00 0,97 0,97
vso || 1,00 —1,00 1,00 vso || —0,97 0,97 1,00

L e | i

[ Vo a vso | i Vo Uso
Vo 1,00 —0,01 0,99 Vo 1,00 0,99
a —-0,01 1,00 —0,02 0,38 0,34
vso || 0,99 —0,02 1,00 vso || 0,99 1,00

) ) 19C;

| Vo a vso |
Vo 1,00 0,48 —0,99
a || 048 1,00 —043

| vso || —0,99 —043 100 |




Ademas, se observan correlaciones muy cercanas a +1 entre los parametros V; y
vso de manera consistente en el resto de nicleos livianos estudiados. Otra pecu-
liaridad es practicamente nula correlacién entre los pardmetros a y V; para el 17O,

cosa que no se repite en el resto de nicleos livianos.

22\t 26t
| Vo a vso | i Vo a vso |
Vo || 1,00 —0,95 —0,99 Vo || 1,00 —0,.89 —0,99
a | —095 1,00 095 a | —089 1,00 089
vso | —0,99 0,95 1,00 vso | —0,99 0,89 1,00
_ 1Ca - 9Ca
[ Vo a Vso ] [ Vo a Uso ]
Vo 1,00 0,74 0,03 Vo 1,00 0,81 0,09
a || 074 1,00 001 a || 081 1,00 018
| vso || 0,03 0,01 1,00 | | vso || 0,09 0,18 1,00
%S¢ STNi
[ Vo a vso | i Vo a vso |
Vo | 1,00 —089 0,83 Vo | 1,00 035 007
a || —0,89 1,00 —0,68 a 0,35 1,00 —-0,81
L vso || 083 —0,68 100 | [ wso| 007 —081 1,00 |

Tabla 3.7: {dem tabla 3.6 para los nicleos medianos estudiados.

Observando las matrices de correlaciones de los nicleos medianos en la tabla
3.7, es curioso notar que las correlaciones entre algunos pares de pardmetros varian
en gran magnitud entre los distintos niicleos. Por ejemplo, para el 22N, 2°F y 6Sc
los parametros Vy y vso se encuentran altamente correlacionados, mientras que
para los niicleos *'Ca, 4°Ca y 5"Ni las correlaciones entre estos dos son cercanas a

0.
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1OISn 132111

[ Vo a vso | i Vo a Uso
Vo | 100 090 036 Vo | 100 =099 072
a 0,36 1,00 0,38 a || —099 1,00 —-0,68
vso || 0,36 0,38 1,00 vso || 0,72 —0,68 1,00

) 133Gy, - ) 140G},

[ Vo a Us0 ] i Vo a Uso
Vo | 1,00 —054 0,70 Vo | 100 —0,99 0,65
a | —054 100 —0,66 a || —099 100 —0,59
vso | 0,70 —0,66 1,00 vso | 0,65 —0,59 1,00

) ) 209P_I:)

| Vo a Vso ]
Vo || 1,00 —027 052
a | —027 1,00 —058
| uso || 052 —0,58 1,00

Tabla 3.8: [dem tablas 3.6 y 3.7 para los ntcleos pesados estudiados.

Observando las matrices de correlaciones de los niicleos pesados en la tabla 3.8,
es notable que de manera general para todos los niicleos pesados estudiados no hay
pares de parametros que se encuentren muy poco correlacionados, a diferencia de,
por ejemplo, a v vgo en el 70O, dentro de los nicleos livianos, cuya correlacién
es de —0,02, 6 los mismos parametros en el *!Ca dentro de los nicleos medianos,
cuya correlacion es de 0,01. Otra cosa a notar es que, para ningtin ntcleo dentro
de este grupo, fue necesario el uso de la pseudo inversién de la matriz J7J a la

hora de calcular las matrices de correlacion.

De manera general, se nota que las altas correlaciones entre los parametros Vj
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y vso se dan de manera sistematica inicamente en los nicleos livianos estudiados.
Ademas, de las matrices de correlacion obtenidas mediante una pseudo inversion
suelen conllevar a correlaciones mas altas, al menos para los nicleos estudiados en

este trabajo.

A continuacion en las figuras 3.8, 3.9 y 3.10 se muestran unas comparativas de
los niveles de energia calculados utilizando los pardametros hallados en la optimi-
zacion y los valores experimentales para los ntcleos livianos, medianos y pesados

estudiados.

Una de las formas posibles de cuantificar la calidad del ajuste es a través de
los residuos. Para un determinado nicleo, dado un conjunto de niveles de energia
calculados, en el caso de este trabajo, con los parametros éptimos pg hallados luego

de un proceso de optimizacion, se define el residuo de la siguiente manera

Nq
r= Z lei(p) — 57 (3.23)
i=1

Es claro que r ~ 0 implica que el ajuste a las energias experimentales es bueno.
En las tablas 3.9, 3.10 y 3.11 se muestran los residuos obtenidos tras el proceso de

optimizacién para los nicleos livianos, medianos y pesados, respectivamente.
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Figura 3.8: Diagramas de niveles de energia para los nicleos livianos. Los estados

en verde son los obtenidos en este trabajo y los negros son los experimentales.
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En la figura 3.8 se observa que las energias calculadas mediante los parametros
hallados para los nicleos livianos ®Li, 'Be, 17O, O y 20. El 8Li, el 7O y YO
se ajustan bien a las energias experimentales. Las tinicas excepciones son el 11Be,
el cual el estado 251/, se encuentra levemente por encima del valor experimental
y el estado 2p /o se halla por debajo del mismo, y el '?C, en el cual el estado
fundamental obtenido esta por debajo del experimental y el primer estado excitado

se halla por encima del mismo.

Ntcleo | r [MeV]
8Li 1.09831
UBe 0.40402
170 0.00006
90 0.00005
9C 0.19083

Tabla 3.9: Lista de los residuos r obtenidos luego de la optimizacion para los

nucleos livianos estudiados.
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En la figura 3.9 se observa la comparativa entre las energias calculadas y las
experimentales para los nicleos medianos 22N, 26F, 41Ca, 4°Ca, 5Sc y *"Ni. Para
los nticleos 22N, 41 Ca, 4°Ca, *®Sc los ajustes son buenos. El 2°F sufre de un compor-
tamiento peculiar, donde el estado 1f5/2 es positivo, por lo tanto no es un estado

ligado.

Nucleo | 7 [MeV]
2N 0.00123
BR 2.04766
1Ca 0.00094
9Ca 0.00135
%S¢ 0.00016
5Nji 0.00055

Tabla 3.10: Lista de los residuos r obtenidos luego de la optimizacién para los

nucleos medianos estudiados.
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Figura 3.10: [dem figuras 3.8 y 3.9 para los nticleos pesados estudiados.
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En la figura 3.10 se observa la comparativa entre las energias calculadas y las
experimentales para los nicleos pesados 191Sn, 32In, 133Sn, 140Sh y 29Pb. Para el
1018, los estados 2d5/2 y 1g7/2 se hallan por debajo de los niveles experimentales,
mientras que los estados 2dsjs y 1hi1o se hallan por encima. Para el '*In, los
estados 2f7/2 y 1hg/ se encuentran invertidos en orden, al igual que los estados
3p3s2 ¥ 2f5/2. Sucede algo similar para los estados 2f7/2 y 1hgjs del °Sh. Final-
mente, las energias calculadas del #3Sn y 2°9Pb se ajustan razonablemente bien a

las experimentales

Nucleo | r [MeV]
1015y 1.48984
1321 0.83258
38n | 0.12935
1408 0.45251
209ph | 0.17598

Tabla 3.11: Lista de los residuos r obtenidos luego de la optimizacion para los

nucleos pesados estudiados.

Una posible justificacién de las patologias encontradas en los resultados del 2F
y de otros nticleos estudiados como el ¥2In, 1%1Sn y 9Sb es que estos nticleos en
cuestion se encuentran cerca de la Linea de goteo, por lo tanto, su comportamiento
es méas impredecible y probablemente no sea suficiente una descripcién de particula
simple para su estudio. Esto es compatible con los residuos mostrados en las tablas
3.9, 3.10 y 3.11, donde en aquellos ntucleos los residuos son particularmente més
altos. De manera general, se obtuvieron mejores resultados para los nicleos livianos

y medianos a excepcién del 8Li y 20F.
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3.4. Estudio de la variacion de los parametros
geométricos versus intensidad y exceso re-

lativo de neutrones

3.4.1. Introduccion tedrica: pozo esférico de potencial

Uno de los problemas mas elementales en el estudio de la mecanica cuantica
es el caso del pozo de potencial finito. Un caso particular de pozo de potencial
finito, es el caso del pozo tridimensional finito con simetria esférica. Esto es, que
el potencial solo depende de la distancia al origen de coordenadas. Para obtener
los estados ligados del sistema, se debe resolver la ecuacion radial Schrodinger y

aplicar las condiciones de contorno correspondientes .

Luego de realizar esto, para el caso [ = 1 se llega a un sistema de ecuaciones

trascendentales [34]
cot(€) 1

o + &

n

=

(3.24)

2 2 2mVoR?
&+n = mﬁg

Donde £ = R W yn =R 2”;‘2]5', con R es la distancia de interaccion

(ancho) del pozo y Vj su profundidad. De estas ecuaciones se observa que los

niveles de energia del sistema dependen de la relacién de proporcionalidad
VoR? = ¢ (3.25)
Donde ¢ es una constante.

Es vélido preguntarse si existe una misma relacién para sistemas en donde el

potencial es del tipo Woods-Saxon en vez de un pozo cuadrado finito, y en caso
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negativo, preguntarse cuanto se alejan estos sistemas de este comportamiento.

3.4.2. Ajuste

Se parte de la expresién

VoR® = ¢ (3.26)

Donde « es una constante a determinar y c es la constante dada por el producto
c = VoR? = 1802,55MeV fm? obtenido utilizando los valores éptimos de Vy v 1

calculados para el *3Sn en la tabla 3.5.

Se busca ver si a >~ 2. Para esto, el método a seguir es utilizar un nivel de
energia ligado de referencia, el estado 2f7/2, y un nivel de energia excitado de
referencia, el estado 252, del nicleo '*3Sn. Para cada uno de ambas energfas, esta
se deja fija junto con los valores de los parametros a y vso en sus valores estandares,
y se utilizan como punto de partida los valores 6ptimos de los pardametros Vj y
ro obtenidos en la optimizacién del nicleo #3Sn de manera individual. Luego, se
modifica ligeramente el valor de ry y con esto se recalcula un nuevo valor de V; tal
que la energia calculada se ajuste a la correspondiente de referencia. Esto se repite

modificando rg a lo largo de un pequeno intervalo centrado en el valor éptimo.

Tras este procedimiento, se obtiene un conjunto de puntos (Vp,79), con lo cual
mediante la ecuacién R = roA'/? se transforma facilmente en un conjunto de pun-
tos (Vo, R). De la ecuacion (3.26) se tiene la relacién Vo = =, por lo que utilizando
el conjunto de puntos obtenido, se realizé un método de minimos cuadrados no

lineales para ajustar la funcién Vo = V4(R; a) = 5= al conjunto de puntos.

Los valores de o obtenidos utilizando los estados 2f7/2 y 2f5/2 se muestran en

la tabla 3.12.
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Estado «Q
2172 | 2.004
2152 | 1.996

Tabla 3.12: Resultados del ajuste para hallar los valores de .

Las graficas del conjunto de puntos y de la funcién Vo(R;«) utilizando los

valores obtenidos se muestran en la figura 3.11.

* — Ajuste

Figura 3.11: Ajustes de la funcién Vy = Vo(R; «) utilizando el estado fundamental

2f72 (izquierda) y el estado excitado 2f5/5 (derecha) del '*3Sn.

Es interesante notar que si bien el ajuste para el estado fundamental es apre-
ciablemente peor que el del estado excitado, el valor del parametro « se encuentra
igual de cerca al 2 en ambos casos. Por lo tanto, si bien el potencial nuclear no es
un pozo esférico, la relacion entre los parametros V) y R presenta la misma forma

para el caso de [ = 3.
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3.5. Dependencia de la difusividad con el exceso

relativo de neutrones

Otro aspecto interesante a notar es la dependencia del parametro a con el exceso
relativo de neutrones [ = %, también llamado isoespin. En la figura 3.12 se
observa la difusividad calculada para nicleos con A=90 mediante diversos métodos
avanzados. En la figura 3.13 se muestran los valores éptimos de a obtenidos en la
optimizacién de los parametros de campo medio de los nicleos estudiados en la

seccion 3.3.

0.9 T T ' T ' ' ' '
107 oty a0 '
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_ /
e 0.8} 10° Pd, proton java
= =107 *\/ 1
2 {
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£ 06} |
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© . 1
&
£ 05} |
3
2 _ |
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Figura 3.12: Difusividad en funcién de 25Z. Figura 1(a) de la referencia [10].
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Figura 3.13: Difusividad en funcién del exceso relativo de neutrones I = %.

En la figura de la referencia se puede apreciar que existe cierta correlacién entre
la difusividad y el exceso relativo de neutrones. La figura 3.13 muestra un patron
similar a la figura de la referencia, a excepcién del ?Ca para el cual la difusividad

es particularmente méas baja, rompiendo la tendencia.
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3.6. Parametrizacion universal

3.6.1. Introduccion

Para cada nucleo individual el hamiltoniano del modelo de campo medio queda
determinado por los parametros Vj, 7o, a,vso, en adicién a la masa reducida pu.

Estos parametros definen el potencial de Woods-Saxon y el potencial de spin-orbit.

Los pardametros del potencial cambian a lo largo de la tabla de nucleidos. Esta
dependencia de los parametros de los potenciales de campo medio con el niimero
de protones y neutrones, aplicado a sistemas descriptos como un core inerte mas
un nucleén de valencia, define una familia de posibles formas en las cuales estos
parametros pueden ser parametrizados, y por lo tanto, una serie de parametros
a determinar. En la literatura, existen diversas elecciones de estos parametros
[35, 36, 37, 38, 39], las cuales son usadas para lograr predicciones en algin sector
de interés de la tabla de nucleidos. A modo de ejemplo, en la referencia [39] se
utilizan valores de éstos pardmetros adecuados para una correcta descripcion del

espectro de energia de nicleos en la region del Plomo en la tabla de nucleidos.

3.6.2. Metodologia

Luego de haber obtenido los parametros éptimos Vj, 79, a, vso para cada nicleo
de manera individual como se mostré en la seccién 3.3, es natural preguntarse
si existe una parametrizacion sencilla de éstos tal que logren ajustar lo mejor
posible las energias calculadas a las energias experimentales de todos los ntcleos

en cuestion a la vez.
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Mas precisamente, asumamos que los parametros de los potenciales son de la

forma

Vo = Vo (1 - k¥5%) (3.27)
R:T0A1/3 ( )
a=a (3.29)

(3.30)

vso = AV

Ahora, Vp, k,79,a v A son los pardmetros a ajustar, los cuales determinan el
campo medio. Notese la dependencia de Vj con el exceso de neutrones relati-
va [ = %. Esta cantidad es 1til para determinar diferentes parametrizaciones
posibles. Por ejemplo, podria aumentarse la complejidad del modelo anadiendo

dependencias en potencias de I a los parametros [10].

Recordando secciones anteriores, la parametrizacion ”estandar” es la corres-
pondiente a los valores Vy = 51MeV, k = 0,647, 1o = 1,27fm, a = 0,67fm y
A = 0,44.

El objetivo es encontrar un conjunto {170, K,To, Q, )\} comun a todos los ntcleos.
A estos los llamaremos pardmetros universales. En este trabajo, se opto por realizar
esto solamente para un conjunto de ntcleos fuertemente ligados y no con todos
los nticleos estudiados en la seccién 3.3. Estos nticleos son: 17O, 'Ca, *°Ca, 5"Ni,
101Gn, 133Sn y 209Ph. Esto es debido a que los ntcleos débilmente ligados suelen
tener valores de a y vso que no son los usuales, comportamiento que explica el

origen de nuevos nimeros magicos.
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3.6.3. %2 acumulada

El procedimiento de optimizacién para hallar los parametros es idéntico al
procedimiento utilizado para cada niicleo individual, solo que la funcién y? a mi-
nimizar es la suma de cada y? individual para cada ntcleo evaluada en p. Esto

€s

#nucleos 2
1 2. Xi (P)N;
2 2 7 1
- 2(p)N; = == 3.31
X (p) #total de estados Z X (p) >N (3:31)
Donde N; es la cantidad de estados del nucleo i, los cuales funcionan como
factores de peso en cada término de la suma. Si bien tedricamente no resultaria
dificil calcular el gradiente de la funcién x? acumulada

#nucleos

Vi (p) = Z Vi (p) (3.32)

Se optd por utilizar métodos de optimizacion que no hagan uso de gradientes.
En particular, se empleé el algoritmo SHGO junto con el método de Powell como

optimizador local.

3.6.4. Resultados de la optimizacion

Tras el proceso de minimizacién de la funcién y?, los pardmetros éptimos
K, Vo, 1o, a y A hallados se muestran en la tabla 3.13. Adem4s, en la referencia [11]
se realizo un proceso de optimizacién similar, dando como resultado los parame-
tros mostrados en la tabla 3.14. Alli se discriminé entre los pardametros de radio
reducido para los potenciales de Woods-Saxon (rg) y spin-orbit, dando lugar a
un parametro adicional ryso a optimizar. Esta es una diferencia respecto a éste

trabajo, donde siempre se asumi6 que ry = 7 50.
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K

Vo [MeV]

ro [fm]

a [fm]

A

1.1086

35.2133

1.6912

0.9123

0.4947

Tabla 3.13: Pardametros universales hallados.

K

Vo [MeV]

ro [fm]

a [fm]

T’o’so [fm]

0.639

52.06

1.260

0.662

1.16

Tabla 3.14: Parametros reportados en la referencia [11].

En las figuras 3.14 y 3.15 se muestran los diagramas de niveles de energia
calculados con los pardmetros 3.13 (niveles de la izquierda) comparados con los

valores experimentales (niveles centrales) y los valores mostrados en la referencia

[11] (niveles de la derecha).
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Figura 3.14: Diagramas de niveles de energia para los nticleos 70, *'Ca, ¥°Ca y
Ni utilizando los pardmetros obtenidos en 3.13. Los estados a la izquierda en
verde son los obtenidos en este trabajo, los del medio los valores experimentales y

los de la derecha los estados reportados en la referencia [11].

Observando la figura del 7O, las energfas obtenidas y las de la referencia en-
cuentran por debajo de las energias experimentales, aunque las obtenidas se alejan

aun mas de estas.
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Para al #'Ca, las energias obtenidas se ajustan mejor a las experimentales que
en el caso anterior. El estado fundamental 1f7/, obtenido es més ligado que el
experimental mientras que el 1f5/, se encuentra menos ligado. Comparativamente,

la optimizacion realizada genera mejores resultados que la referencia.

Respecto al #Ca, el estado fundamental se encuentra menos ligado que el
experimental. Luego, ocurre una inversién de los estados 1f5/2 y 1gg/2 respecto
a los valores experimentales. Este comportamiento ocurre de igual manera en la

referencia, aunque esta logra ajustarse mejor.

En el 5"Ni ocurre un comportamiento curioso: todas las energfas obtenidas se
encuentran por encima de los valores experimentales. En la referencia ocurre lo

mismo a excepcion del estado fundamental, el cual resulta més ligado.
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Figura 3.15: Idem figura 3.14 para los nticleos °*Sn, 133Sn y 299Pb.

Observando la figura del 1°'Sn, se observa que los dos primeros primeros estados
se encuentran por encima de los valores experimentales, al igual que el 1hq; s,
aunque los estados 3sy/2 y 2d3/; se ajustan razonablemente bien. Los resultados

obtenidos aqui son apreciablemente mejores que los de la referencia.

En el ¥3Sn, nuevamente el estado fundamental es menos ligado que el expe-
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rimental. Ademads, ocurre una inversién en el orden de los estados 1hgss y 3ps/2

respecto a los experimentos, la cual esta vez no ocurre en la referencia.

Finalmente, para el 2*Pb ocurren dos de estas inversiones de orden respecto
a los valores experimentales: una con los estados li11/2 y 2g9/2 ¥ otra con 2g7/2 y

451/, la cual esta ultima también se replica en los estados de la referencia.

Como generalidad, las energias calculadas se ajustan apreciablemente peor a las
experimentales, a comparacién de las optimizaciones realizadas para cada nicleo
individualmente. Ademas, se observa un comportamiento regular y es que, a ex-
cepcién del 170 y #'Ca, los estados fundamentales obtenidos tienden a ser menos

ligados, mientras que los estados fundamentales de la referencia son mas ligados.
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Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo se presento el modelo de capas y la aproximacion de campo
medio para el estudio mecanico-cuantico de los ntcleos atémicos, en particular,
aplicado para aquellos que mejor pueden ser descriptos como un core mas un

neutrén de valencia.

Mediante un proceso de minimizacién de la funcién costo x? se lograron encon-
trar los parametros adecuados del campo medio para describir los estados ligados
de los espectros de energia de los ntcleos ®Li, 1 Be, 170, 120, 1°C, 22N, 26F, 41(Ca,
49Ca, 5S¢, 'Ni, 1018n, 132In, 1338n, 140Sh y 299Ph. Utilizando un formalismo es-
tadistico, se obtuvieron las correlaciones entre estos parametros y sus cotas de
error. Los métodos matematicos de optimizacién utilizados fueron detallados, asi
como también la metodologia estadistica seguida. Tras el ajuste de parametros, se

obtuvieron espectros de energia similares a los experimentales.

Ademas de las correlaciones obtenidas, se exploraron otras relaciones entre los

parametros del campo medio. En particular se estudiaron la variacién de ciertos
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parametros geométricos: la difusividad del potencial a y el radio nuclear R, en
funcién del exceso relativo de neutrones [ y la intensidad del potencial de Woods-
Saxon Vj, respectivamente. Para el ultimo caso se concluyd que existe una relacion
de proporcionalidad entre V) y R similar a la relacion que obedece un pozo de
potencial esférico. Para el estudio de la relacion entre la difusividad y el exce-
so relativo de neutrones, se observo que existe cierta relacién entre ambos que
posee estructura similar a las de la bibliografia, aunque los resultados no fueron

conclusivos.

Finalmente, utilizando una parametrizacion propuesta en las referencias, se
buscé hallar un solo conjunto de parametros capaces de describir de manera ”uni-
versal” los espectros de energia de un conjunto de niicleos: 170, #1Ca, 4Ca, 5"Ni,
101G, 1338 y 209Ph. La obtencién de estos parametros fue realizada mediante un
proceso de optimizacién similar al de las secciones previas. Se compararon los re-
sultados obtenidos con los de la bibliografia. Se concluyé que ambos se ajustan

pobremente a los espectros experimentales.

Como proyeccion a futuro, se podria analizar la metodologia estadistica utili-
zada para obtener correlaciones entre parametros y errores para entender aquellos
casos en los que los parametros parecieran no estar bien ”constrenidos”. Estudiar
el origen de esta causa puede llevar a una mejor determinacién de estos parame-
tros, sus errores y correlaciones. Ademas, otro trabajo futuro podria implementar
estadistica bayesiana para estudiar los errores debido a las simplificaciones del mo-
delo [40, 41]. Con respecto al estudio de la relacién entre la difusividad y el exceso
relativo de neutrones, se podrian realizar investigaciones mas extensas al respec-
to para sacar resultados significativos. Finalmente, podria mejorarse la bisqueda
de un conjunto universal de parametros para que estos describan los espectros de

energia experimentales mas precisamente en una mayor diversidad de ntcleos.
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